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Résumé. Soient G un groupe de Lie semi-simple de centre fini et I' un sous-groupe
discret Zariski dense de G. Dans des travaux précédents, nous avons défini I’indicateur
de croissance de I', objet qui généralise en rang supérieur I’exposant critique considéré en
R-rang 1, et nous avons associé a I" des généralisations des mesures de Patterson-Sullivan.
Dans cet article, nous donnons des précisions sur ces objets quand I est un sous-groupe
du type de Schottky, en les reliant au formalisme thermodynamique.

1. Introduction
En géométrie hyperbolique, les groupes discrets du type de Schottky fournissent un
exemple maniable de groupes convexes cocompacts. Par exemple, si " est un sous-groupe
du type de Schottky de PSL,(R), le flot géodésique de I'\H? possede un codage explicite.

Dans I’étude générale des sous-groupes discrets des groupes semi-simples, les groupes
de Schottky ont été€ utilisés par Benoist dans [1-3].

Introduisons quelques notations. Soient G un groupe de Lie semi-simple de centre fini,
a un sous-espace de Cartan de I’algébre de Lie de G et a™ C a une chambre de Weyl.
Soit " un sous-groupe Zariski dense de G. Dans [2], Benoist a défini le cone limite I
de T : c’est un cone convexe fermé d’intérieur non vide dans a™. Supposons I' discret.
Dans [18], nous avons défini I’indicateur de croissance yr de I'. C’est une fonction
homogene concave Ir — Ry, strictement positive a I’intérieur de /. Elle joue, en rang
supérieur, le réle tenu par I’exposant de convergence de I" en R-rang 1.

Supposons que I" soit du type de Schottky. On peut alors généraliser, comme dans [7],
les techniques de codage utilisées en R-rang 1 et préciser la description de Y.

THEOREME. Soit T un sous-groupe du type de Schottky de G. Alors la fonction
homogéne Yr est strictement concave, analytique sur ’intérieur de It et de pente infinie
en son bord.
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Soit P la variété des drapeaux de G. Soit toujours I un sous-groupe discret Zariski
dense de G. D’apres [2], I posseéde dans P un plus petit fermé invariant non vide, Ar,
appelé ensemble limite de I". Dans [19], nous avons défini, pour une forme linéaire ¢ de a,
la notion de (I, ¢)-mesure de Patterson sur P. Nous avons montré que, si ¢ est tangente
A Yr en une direction intérieure & at, il existe une (T, ¢)-mesure de Patterson concentrée
sur Ar.

Si I' est du type de Schottky, le formalisme thermodynamique nous permet d’obtenir
une version plus fine de ce résultat.

THEOREME. Soit I un sous-groupe du type de Schottky de G. Pour toute forme linéaire ¢
tangente a Y, il existe une unique (I, ¢)-mesure de Patterson concentrée sur Ar. Elle est
I'-ergodique.

Donnons une conséquence géométrique de ce théoréme, par analogie avec les
constructions de mesures de [14]. Soient X 1’espace symétrique de G, 3X le bord visuel
de X, x un point du plat maximal de X stable par le groupe exp a et K le stabilisateur de x
dans G. Pour tout point y de X, notons m(y) ’unique vecteur de a™ tel que y appartienne
a K exp(m(y))x. Soit enfin af. I’ensemble des formes linéaires ¢ de a telles que ¢ > .

Pour toute ¢ intérieure a af', on a Zye[‘ e ?my¥) < 50, On pose :

v(p) = - e—w(m(VX))(;Vx.
Zyel‘ e—@(m(yx)) J;

Onala:

PROPOSITION. Soit I' un sous-groupe du type de Schottky de G. L’application v se
prolonge de maniére unique en une application continue de af. dans I’espace des mesures
de probabilités de X U 0X. Pour toute ¢ tangente a Y, c’est-a-dire dans le bord
de af.,, v(p) est concentrée sur la G-orbite a I'infini du point limite du rayon géodésique
t > exp(tu)x ot u est I’'unique vecteur unitaire de a tel que Y (u) = ¢(u).

Nous démontrons des analogues de ces résultats sur les corps locaux.

2.  Groupes semi-simples
Soit K un corps local : K est soit R ou C, soit une extension finie de Q,, pour un entier
premier p, soit le corps des fractions IF,[[7, T—11 de I’anneau des séries formelles sur le
corps fini a g éléments.

Si K est R ou C, on le munit de la valeur absolue usuelle et on pose ¢ = e et pour tout
x #0dans K, w(x) = —log|x|.

Si K est non-archimédien, on note ¢ le cardinal du corps résiduel de K, w la valuation
de K telle que w(K) = Z et on munit K de la valeur absolue x +— q""(x).

Etant donnée une extension algébrique de K, on la munit de 1’unique valeur absolue
prolongeant celle de K.

Soit (X, d) un espace métrique. Pour tout ¢ > 0, pour toute partie Y de X, on note :

b(Y,e)={xeX|dx,Y)<e} et B{Y,e)={xeX|dx,Y)> e}
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Nous introduisons ici le vocabulaire général sur les groupes semi-simples que nous
emploierons. Le lecteur trouvera plus de précisions, pour la théorie générale des groupes
réductifs, dans [4, 12], pour la théorie sur R ou C, dans [10, 11] et, pour la théorie sur des
corps non-archimédiens, dans [5, 6, 23].

On fixe un K-groupe semi-simple connexe G. On note G le groupe de ses K-points.
Bien que nos résultats s’étendent immédiatement au cas réductif, nous nous contentons de
traiter le cas semi-simple pour éviter d’encore alourdir certaines notations.

2.1. Systéme de racines et chambre de Weyl. Pour tout K-groupe H, on note X(H) le
groupe de ses caracteres rationnels.

On fixe un tore K-déployé maximal A de G et on note A le groupe de ses K-points.
On note Z le centralisateur de A dans G et Z le groupe de ses K-points. Le groupe X(A)
est un groupe abélien libre de rang fini. L’homomorphisme de restriction identifie X(Z) a
un sous-groupe d’indice fini de X(A). On note E* le R-espace vectoriel R ®7 X(A) et E
son dual. Pour tout x dans X(A), on note x® la forme linéaire associée sur E.

Soit X I’ensemble des racines de A dans 1’algebre de Lie de G. Alors X est un systeme
de racines dans E*. On choisit dans ¥ un systéme de racines positives =T et on note IT la
base de X associée a ce choix. On note (wy)yer les poids fondamentaux de IT.

On note ET la chambre de Weyl fermée de © T dans E.

Pour tout z dans Z, on note v(z) ’'unique vecteur de E tel que, pour tout x dans X(Z),
on ait :

x?((2) = —w(x(2).

L’application v est un homomorphisme de groupes de Z dans E. Si K est R ou C,
I’application v est surjective. Si K est non-archimédien, I’image de v est un réseau stable
par I’action de W dans E. On note Z+ = v~1(E™).

Dorénavant, on considerera tout caractere rationnel de Z comme une forme linéaire
sur E. On note p la forme linéaire qui est la somme des racines positives multipliées par la
dimension de leurs espaces poids dans 1’algebre de Lie de G.

On fixe une norme euclidienne || - || sur E qui soit invariante par le groupe de Weyl de X.

2.2. Décomposition de Jordan. Un élément de G est dit elliptique si et seulement si il
est semi-simple et contenu dans un sous-groupe compact de G. Un élément de G est dit
hyperbolique si et seulement si il est conjugué a un élément de A. On dit qu’un élément g
de G admet une décomposition de Jordan si et seulement si il peut s’écrire sous la forme
g = gegngu avec g, elliptique, g, hyperbolique et g, unipotent qui commutent deux a
deux. Dans ce cas, on note A(g) I'image par v d’un élément de A" conjugué a g, : il ne
dépend que de g.

Si K est R ou C, tous les éléments de G admettent une décomposition de Jordan.

Si K est non-archimédien, pour tout g dans G, il existe n dans N* tel que g" admette
une décomposition de Jordan. On note encore A(g) = (1/n)A(g") : il ne dépend pas de n.

L’application A : G — E™ est R-analytique si K est R ou C et localement constante si
K est non-archimédien. On dit qu’un élément g de G est loxodromique si et seulement si
A(g) appartient 4 U'intérieur de E™.
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2.3. Décomposition de Cartan. Soit K un bon sous-groupe compact maximal de G
relativement a A, c’est a dire tel que le normalisateur de A dans K contienne des
représentants de tous les éléments de W.

Si K est R ou C, K est I’ensemble des points fixes d’une involution de Cartan 7 de G
telle que, pour tout a dans A, t(a) = a L.

Si K est non-archimédien, 1’existence de bon sous-groupes compacts maximaux et la
suite de ce paragraphe résultent de la théorie de Bruhat-Tits (cf. [5, 6, 23]).

On a G = KZ'K. De plus, pour tous 71,z dans Z*, z appartient 3 Kz; K si et
seulement si v(z1) = v(z2). En particulier, on a kerv = K N Z. Il existe donc une unique
application u : G — E™ telle que, pour tous g1, g2 dans G, g, appartienne & Kg; K si
et seulement si (1(g1) = u(g2) et que pz+ = vz+. L’application u est propre. Elle est
R-analytique si K est R ou C et localement constante si K est non-archimédien. Pour tout
g dans G, on a la formule du rayon spectral :

1
;M(g") — M.

Dorénavant, on fixe, pour tout élément g de G, un élément z, de Z * et des éléments ke
etly de K tels que g = kgz,l,.

2.4. Représentations de G. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. On munit
P(V) de sa topologie usuelle d’espace compact.

Si f est un endomorphisme de V, on note A;(f) son rayon spectral, c’est-a-dire le
plus grand des modules de ses valeurs propres. Rappelons qu'un endomorphisme f de
V est dit proximal si et seulement si il posséde une unique valeur propre de module
A1(f) et que cette valeur propre est de multiplicité 1. En particulier, cette valeur propre
appartient a K. On note alors V;r sa droite propre de valeur propre dominante et Vf<
I’unique supplémentaire f-stable de V;“ : ’hyperplan Vf< est 'orthogonal de la droite
propre dominante de f* dans V*. Un endomorphisme f est proximal si et seulement si il
possede un point fixe attracteur dans IP(V) et ce point fixe est alors V;“.

Soit (7, V) une représentation rationnelle irréductible de dimension finie de G.

On appelle poids restreints de 7 les poids rationnels de la représentation 5. D’apres
[21, §7.2], I’ensemble des poids restreints posseéde un plus grand élément y pour 1’ordre
associé a IT sur X. On dit que y est le plus haut poids restreint de . Les autres poids
restreints sont de la forme xy — Za e e avec, pour tout o dans IT, n, € N. On note Vlf[
I’espace poids associé a x et V7 I'unique supplémentaire A-stable de Vlf{ . On dit que &
est proximale si et seulement si dim V7 = 1.

Pour tout g dans G, on a A1(7(g)) = qX(Mg)) et, si T est proximale, pour tout élément
loxodromique g de G, w(g) est proximal.

D’apreés [21],0onala:

PROPOSITION 2.1. (Tits) Il existe une famille de représentations rationnelles irré-
ductibles proximales (7wy, Vy)oen de G telles que, pour tout a dans I1, le plus haut poids
restreint xo de (7o, V) soit un multiple du poids fondamental associé a o.
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Dorénavant, on fixe une telle famille de représentations. L’ensemble de formes linéaires
{X« | @ € T1} engendre E*.

Pour tout o dans II, on note X, la droite Vi 4, et V,~ son unique supplémentaire
A-stable. Tous les poids de A dans V,~ sont de la forme

Xa_a_znﬁlg

Bell

avec, pour tout 8 dans I, ng € N.

2.5. Bonnes normes. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie.

Si K est R (respectivement C), on dit qu’une norme sur V est une bonne norme si et
seulement si elle est induite par un produit scalaire euclidien (respectivement un produit
scalaire hermitien). Si V est muni d’une bonne norme, on dit qu’une somme directe
V = Vi @ V; est une bonne somme directe si et seulement si elle est orthogonale pour
le produit scalaire.

Si K est non archimédien, on dit qu'une norme sur V est une bonne norme si et
seulement si elle est ultramétrique, c’est-a-dire si et seulement si, pour tous v, w dans V,
ona |lv+ w| <max(|lv]], |w]). Si V est muni d’une bonne norme, on dit qu’une somme
directe V = V| @ V; est une bonne somme directe si et seulement si, pour tout v = vy + v2
dans V, avec v dans V| et vy dans Vp,on a :

vl = max(flur ], lv2])-

Si V est muni d’une bonne norme, il existe une unique bonne norme sur A2V telle que,
pour toute bonne somme directe V| & Vo C V la somme directe (/\2 V)@ (Vi A Va2) &
(/\2 V) C A2V soit bonne et que, pour v, w dans V, si Kv et Kw sont en bonne somme
directe, on ait ||[v A w| = |lv||||w]]. Alors, I’application

(V\{0)? — R4
v A wl|

(v, w) >

lvllffwl]

factorise a travers une distance sur P(V'), qui y induit sa topologie usuelle. C’est un résultat
classique si K est R ou C. Le cas général est traité dans [16]. On munira toujours 1’espace
projectif d’un espace vectoriel bien normé de cette distance. Si le dual V* de V est muni
de la bonne norme duale de celle de V, pour tous v # 0 dans P(V) et ¢ # 0 dans P(V*),
ona:
d®v. ot = 2L _ g, vt

lellvll
et, pour tous ¢, ¥ #* 0 dans V*, d(Kg, Ky) est la distance de Hausdorff entre les
hyperplans projectifs ¢ et ¥+

Soit (, V) une représentation rationnelle irréductible de dimension finie de G.
Pour tout « dans X(A), on note V,. ’espace poids associé a «.

Si K est R (respectivement C), on peut choisir un produit scalaire (respectivement un
produit scalaire hermitien) sur V pour lequel les éléments de w(K) sont orthogonaux
(respectivement unitaires) et ceux de w(A) symétriques (respectivement hermitiens).
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On munit V de la norme associée. Les (Vi )cex(a) sont en bonne somme directe et, pour
tout z dans Z, pour tout « dans X(A), 7 (z) induit sur V, une similitude de rapport (")
Si K est non-archimédien, on peut trouver, d’aprés [17, §6], une norme ultramétrique
K -invariante sur V telle que les (V)cex(a) sont en bonne somme directe et que, pour tout
z dans Z, pour tout x dans X(A), 7 (z) induise sur V, une similitude de rapport ¢* "),
Dans les deux cas, on dira qu’une norme sur V ayant ces propriétés est (7, A, K)-bonne.
Munissons donc V d’une norme (v, A, K)-bonne et P(V) de la distance associée.
Pour g dans G, on a || (g)|| = ¢* &), Pour tous ¢ > 0 et g dans G, on note :

VM =keVip et VI, =11V

ainsi que :
B;g = B(]P’(Vj;’fg), g).

Si K est R ou C et si, pour tout « dans IT, a(u(g)) > 0, Vji‘f’g et V', ne dépendent pas des
kg et lg choisis.
Le lemme suivant provient de [18, §4.1].

LEMME 2.2. Soient g dans G et ¢ > 0. Pour tout v # 0 dans V, si Kv € B;gg, ona
llgvll = ellm (@) HvIl.

D’apres [19, §4.3],onale:

LEMME 2.3. Pour tout ¢ > 0, il existe C > 0 tel que, pour tout g dans G, si, pour tout «
dans T1, a(u(g)) > C, alors
ngT’g - b(V%g, )

et, si 7w est proximale, la restriction de g & B, g €St e-lipschitzienne.

Dorénavant, on munit, pour tout « dans I1, V,, d’une norme (77, A, K)-bonne et P(V,,)

: 4 : : M m & M m
de la distance associée. Pour simplifier, on note V,’,, V', et B; , pour V' ., V" ,
et BZ

T, 8"

2.6. Sous-groupes paraboliques et variétés drapeaux. Soit P le K-sous-groupe
parabolique minimal de G associé au choix de A et de £ et P le groupe de ses K-points.
De méme, on note PV le K-sous-groupe parabolique minimal opposé a P par rapport a A
et PV le groupe de ses K-points. On note P I’ensemble des K-sous-groupes paraboliques
minimaux de G. L’application

G—P
g gPg”
identifie P et G/ P : on peut ainsi voir P comme une variété K-analytique. Comme 1’action
de K sur P est transitive, cette variété analytique est compacte.
On note &p le sous-groupe P vu comme un point de P et Q~ la sous-variété fermée
P\PYEy de P.
Pour tout o dans Il, GX, est une sous-variété K-analytique fermée de P(Vy).
En particulier, le G-entrelacement

1

P— []P(Va)

aell
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qui, a un sous-groupe parabolique minimal, associe la famille de ses uniques points fixes
dans les V,, a € I, est une immersion fermée. Il identifie &y avec (Xq)aer €t @ avec
le complémentaire de I'intersection de son image et de [ [, (P(Ve)\IP(V,")). Pour tout
& dans P, on note (&y)yer Son image par cette application. On munit P de la distance
induite par la distance produit de [] P(Vy). Alors, K agit par isométries et G par
transformations lipschitziennes sur P.

Soit g dans G. Alors g est loxodromique si et seulement si il posséde un point fixe
attracteur dans P. Dans ce cas, on note é; ce point fixe : il s’identifie a (V(j:n(g))ael'b

Pour tous g dans G et ¢ > 0, on pose :

aell

£ =kebo et B =[P |Vaell & € B ).
Comme dans [19, §5.1], on a d’apres le lemme 2.3, le :

LEMME 2.4. Pour tout ¢ > 0, il existe C > 0 tel que, pour tout g dans G, si, pour tout «
dans T1, a(u(g)) > C, alors
gB; C b, e

et la restriction de g a B; est e-lipschitzienne.

2.7. Cocycle de Buseman. On a la décomposition d’Iwasawa G = KZUp.
Plus précisément, pour tous z1,z2 dans Z, zp appartient a KzUp si et seulement si
v(z1) = v(z2).

Soient g dans G et £ dans P. Soit k dans K tel que & = k&p. Si gk = lzu avec [
dans K, z dans Z et u dans Upy, on pose (g, &) = v(z). Il ne dépend que de g et de &.
L’application ¢ ainsi construite est R-analytique si K est R ou C et localement constante
si K est non-archimédien. On a la relation :

Vg,he G,VE € P, o(gh,&) =o0(g, h&E) +o(h,§).

Interprétons ce cocycle en termes de mesures sur la variété des drapeaux. Rappelons
qu’on a noté p la forme linéaire sur E qui est la somme des racines positives multipliées
par la dimension de leur espace poids dans I’algebre de Lie de G. Alors, si vk est la
probabilité K -invariante de P, 1’action de G sur P est absolument continue par rapport a
vk et, d’apres [19, §6.3], on a, pour g dans G et & dans P,

80K _ —p(or(e™ ),
de
Soit (7, V) une représentation rationnelle irréductible de dimension finie de G de plus
haut poids restreint x, munie d’une norme (7, A, K)-bonne. Alors, pour tout £ dans
P, si W est le plus petit sous-espace vectoriel non nul de V stable par le sous-groupe
parabolique associé a £, on a :

v
Yu € W\{0}, _”|‘|gU”” _ 1),

En particulier, si g est un élément loxodromique de G, on a o (g, g; ) = A(g).
D’apres le lemme 2.2, on en déduit, comme dans [19, §6.2],1e :
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LEMME 2.5. Pour tout ¢ > 0, il existe k > 0 tel que, pour tout 0 dans I, pour tout g
dans G, pour tout & dans BE, on ait :

lo(g, &) — u(@l < «.

2.8.  Sous-groupes discrets. Nous rappelons ici une partie des résultats de [2, 18, 19].

Soit I un sous-groupe Zariski dense de G. On appelle cone limite de I" et on note I le
cone fermé engendré par A(I") dans ET. Par la formule du rayon spectral, I1- est contenu
dans le cone asymptote a w(I").

THEOREME 2.6. (Benoist [2]) Le cone Ir est exactement le cone asymptote a (') et
’ensemble (') reste a distance bornée de Ilr. Le cone It est convexe et, si K est R,
d’intérieur non vide.

On appelle type de I" et on note 6r 1’ensemble des racines de IT qui ne sont pas nulles
sur I : si Kest R, Or = II. Si T est discret, on a Or # . On note Fr le sous-espace
vectoriel de E engendré par [r. A nouveau, si Kest R, Fr = E.

Supposons, dorénavant, pour simplifier le cas non-archimédien, qu'on a 6r = II.
Il vient le :

THEOREME 2.7. (Benoist [2, §3.6], Guivarc’h [9, §2.5]) Le groupe T agit sur P de
maniére proximale. Le plus petit fermé T-invariant non vide de P est ’adhérence de
U’ensemble des points fixes attracteurs des éléments loxodromiques de T'.

On dit que cet ensemble est I’ensemble limite de I dans P.
Supposons dorénavant I" discret. Soit N une norme sur E. Pour tout cone ouvert C de E,
on note t¢ I’exposant de convergence de la série de Dirichlet :

Z q*tN(M(V)) (t e R)

yell
u(y)eC

et, pour x dans E, on pose :
Yr(x) = N(x)inf g,

la borne inférieure étant prise sur I’ensemble des cones ouverts C de E qui contiennent x.
La fonction ¥ ne dépend pas de la norme choisie. Elle est positivement homogene et
vaut —oo en dehors de Irr. On I’appelle indicateur de croissance de I". Pour toute norme N
sur E, la série de Dirichlet :

Zq*tN(M(V)) (t e R)
yell

a pour exposant de convergence

sup Y (x).
xeE
N(x)=1

Plus précisément, d’apres [18, §5.2],onala:
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PROPOSITION 2.8. Soit 6 : E — R une fonction homogéne et continue.
Si, pour tout x dans E\{0}, 0(x) > yr(x), alorsona :

Z g ) < oo,
yell

S’il existe un x dans E\{0} tel que 6(x) < Yr(x), alorsona :

Z q—0(u(y)) = 0.
yel

Le théoréeme suivant est prouvé dans [18].

THEOREME 2.9. Soit T un sous-groupe discret Zariski dense de G. La fonction 1 est
majorée par p. Elle est concave et semi-continue supérieurement. L’ensemble

{x € E|yr(x) > —oo}
est exactement le cone limite de T'. De plus, Y est positive sur le cone limite de T et
strictement positive sur son intérieur relatif.

Soient v une probabilité borélienne sur P et ¢ une forme linéaire de E. On dit que v
est une (I", ¢)-mesure de Patterson si et seulement si I’action de I" sur P est absolument
continue par rapport a v et si, pour tout y dans I', pour tout £ dans P, on a:

dy,v
dv

&) = qﬂﬂ(ﬂ()’ﬂf)).

D’apres [19],onale :

THEOREME 2.10. Soit ' un sous-groupe discret Zariski dense de G avec Or = T1. Soit ¢

une forme linéaire de E.

(i)  S’il existe une (', ¢)-mesure de Patterson, on a ¢ > Yr.

(ii) Si ¢ est tangente & Yy en une direction intérieure a E™, alors il existe une
(T, ¢)-mesure de Patterson concentrée sur Ar.

3. Groupes de Schottky
Dans cette section, nous construisons des sous-groupes discrets du type de Schottky,
semblables a ceux de [2], et nous procédons au codage de leur ensemble limite.
Nous rappelons alors des éléments de formalisme thermodynamique, en particulier des
propriétés de la pression.

3.1. Notations. Soit p un entier > 2. Nous allons introduire un sous-groupe discret de
G, engendré par des €léments yy, ..., y,. Nous construisons y1, ..., ¥p et yfl, el yp_l
a partir de leurs points attracteurs et de leurs hyperplans répulsifs dans les P(Vy), o € I1.

Soit V un K-espace vectoriel. Etant donné un point X de P(V), pour alléger les
notations, on notera P(X) pour I’hyperplan projectif P(X+) dans P(V*). Rappelons que,
si V est muni d’une bonne norme, si X est un point de P(V) et Y un point de P(V*), on a
dX,PY)) =d¥,P(X)).
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Pour & dans P, on a noté (£ )4cr la famille des points fixes du sous-groupe parabolique
associé a & dans les (Vy)ger- On note encore (§3)qcr la famille des points fixes du sous-
groupe parabolique associé a & dans les représentations duales (V,)qerr-

On se donne despointsgl‘",...,é; eté ,....§, deP.Pourtous 1 <i < peta
dans IT, on note Xotl. = (g{")a (respectivement Xotl. = ($i+)a) et, de méme, Yoj:i = (§i+);
(respectivement Y, = (éi_);’;). Pour ¢ > 0, on note Bf’Jr (respectivement Bf’f)

I’ensemble des & dans P tels que, pour tout « dans I1, d (&, IP’(YD: ;) > & (respectivement
d(E. P(Y)) > &).
On suppose qu’il existe un réel 0 < & < 1 tel que, pour tout « dans IT, on ait :
(i)  pourtoutidans [1, pll, d(X},, P(Y, ) > 6s etd(X, ,, P(Y]))) > 6¢;
(ii) pourtousi # j dans [1, pll, d(X;, P(Y;fj) UP®Y, ) > 4setd(X,,, ]P(Yojj) U
P(Y, ;) > 4¢;
(iii) pour touti dans [1, p]l et pour tout X dans P(V,,), B(P(X), &) N B(P(X;fi), &) #£D
et B(P(X),e) N B(P(X;i), &) #£0;
(iv) I’ensemble
p
B=()®B""nB*")
i=1
est non vide.
D’apres le lemme 2.3, il existe un réel C > 0 tel que, pour tout g dans G, si, pour tout
o dans IT, on aa(uu(g)) = C, alors, pour o dans [1,on a:

gB., Cb(V)"

*,& *, M
@ &) etgBy, Cb(V, €)

o8

et la restriction de g a By, , eta By est e-lipschitzienne.
Le résultat suivant permet de calculer la composante de Cartan de beaucoup de mots

dans G.

LEMME 3.1. Il existe un réel k > 0 vérifiant la propriété suivante : soit | un entier > 1;
soient g1, ..., g dans G tels que, pour tous i dans (|2, l]] et « dans I1, on ait a(u(g;)) > C
et

d(VaA,/lgi—l’ P(Vzlgi)) > 2e,

alors, ona :
lielgr--.g1) — (g — - —pgnll = — Dr.

Démonstration. D’apres le lemme 2.2, pour tout g dans G, pour tout « dans I1, pour tout
vdans Vy,ona:
(Kv € Bf ) = (lgvll = eq”« & |v]).

Soient alors/ > 1 et gy, ..., g dans G tels que, pour tous i dans [2, /] et « dans I1, on
aita(u(gi)) > C et
M
d(Va,gi_|’P(V¢)lZ,1gi)) > 2e.

Soitw dans I1T.On a :

e (g1 - - DI < ll7ma (gD - - - 17ma (gDl

https://doi.org/10.1017/50143385702001268 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0143385702001268

L’indicateur de croissance des groupes de Schottky 259

donc
Xe (e (gr---81)) < Xa(u(gn) + -+ - + xa(1t(g1)).

Soit v # 0 dans V,, avec g1v € Vaﬂé]. Ona

ligrvll = g% &y

Pour tout i dans [[2,[]],ona:

Kgi—1---g1v € b(VaA,dg,., €) C By,
et, donc,
lgi -+~ g1l = eq” D |gi_y -+ gyvl].
Il vient :
lgr - givl| = &~ TgXeWet+xam@)) |y
et, donc,
Xa(u(gr---g1)) = (I = Dlog, & + xa((g) + -+ + Xa (1(g1)),
ce qu’il fallait démontrer. a

On fixe un réel k comme dans 1’énoncé du lemme. On peut trouver un réel D > C tel
que, pour tous x, y dans E avec ||y| < «, pour tout « dans IT, on ait :

ax)>D=alx+y) >C.

On se donne a présent des éléments y1, ..., ¥, de G tels que I’on ait, pour tout i dans
[1, pl, é}’,‘l_” = §i+ eteM = & ainsi que, pour tout o dans IT, a(u(y;)) > D. Pour tout i
dans [1, pl, yi (respeictivement yfl) envoie Bf’7 dans b(éf, &) (respectivement Bf o+
dans b(§;, ¢)) et sa restriction a Bf’7 (respectivement a Bf’+) est e-lipschitzienne.
En particulier, d’apres [1, §6.1], y; et yfl sont IT-proximaux et leurs points fixes
attracteurs dans P, Elflr et g; o appartiennent respectivement a b(§i+, eyetb(§ ,e).

s
i

On note I' le sous-groupe de G engendré par y1, ..., yp. D’apres [22, §4.4], quitte a
remplacer yp et y» par des éléments proches et a diminuer ¢, on peut supposer que I" est
Zariski dense dans G.

On note W I’ensemble

iy M1 =i <p)
3e,—

Pour tout u dans W, on note b,, = b(éf, ¢) (respectivement b, = b(§;, ¢)) et B, = B;
(respectivement B, = Bi3 ®7) siu = y; (respectivement yl._l) avec 1 <i < p.

On note Uy I’ensemble des suites finies (éventuellement vides) (uo, . . ., u,) d’éléments
de W telles que, pour tout i dans [0, n — 1]], on ait u; # ”:_4-11 et on note ®q I’application
de Uy dans I' qui, a une suite (uo, ..., u,), associe ug - - - u,. Pour tout mot non trivial
u = (uo,...,u,) dans Up, on a ®(u)By, C by, et la restriction de @g(u) a B,, est
"1 lipschitzienne.

On note [ : Up — N la longueur des mots. On dit qu’un mot non trivial (ug, ..., up)
dans Uy est trés réduit si et seulement si I’on a u,, # ual.

On connait bien la structure du groupe I'.
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PROPOSITION 3.2. Le groupe I est le groupe libre engendré par y\, . . ., yp. Il est discret
dans G et tous ses éléments non triviaux sont I1-proximaux ; plus précisément, pour tout
mot tres réduit u = (ug, . .., uy) dans Uy, pour tout & dans B, on a :

Oo(u)"& m égo(u)'

Le coéne limite Iy de T est saillant et ne contient que des directions intérieures a E™.
Pour tout u = (ug, ..., u,) dans Up, ona :

M
f,?(_)(u) c€uby,.

Enfin, il existe un réel M > 0 tel que, pour tout u = (uo, ..., u,) dans Uy, pour tout &
dans By, on ait :
lon(®o(u), &) — u(@om)|| < M.

Démonstration. Le fait que I soit libre et discret dans G provient d’un raisonnement de
tennis de table sur P. Ceci et les propriétés de proximalité des éléments tres réduits de T’
est démontré dans [1, §7.2].

Démontrons les autres assertions. Pour u dans W et « dans IT, notons Xy, = X;r’ ; et
You= Yoj:i (respectivement X, , = X;i et Yo u = Yo:i) si u = y; (respectivement yl._l)
avec 1 <i < p.

Soit u = (ug, - . ., u,) un élément non trivial de Up. On a, d’apres le lemme 3.1 :

I Cuo - - - up) — p(uo) — -+ - — w(up) || < nk

et, donc, pour tout o dans IT,
a(u(uo---up)) = (n+1)C.

En particulier, le cdne limite de I" ne contient que des directions intérieures 3 E7.
Par ailleurs, on sait que I’ensemble B(P(Xq.,4,), €) N B Oou) n’est pas vide. Soit donc
&

Y dans BP(Xgu,), €) N BJ’ST;!(_)O(M). Ona:

uo - upY € b(Yo,ug, €)
et, comme, pour tout o dans IT, a(u(®o(u))) > C,
uo -+ un¥ € (V3! 8.

11 vient :

*, M
d(va,@)g(u)’ Ya,uo) <2

et, donc, en appliquant ce résultat a ul

dv*M Y, 1) < 2e.

a,00u)"1’ T,

m _ *,M 1
Comme Va’@)o(u) = (Va,@)o(u)*l)

vues au §2.5, que la distance de Hausdorff entre les hyperplans projectifs IP(V(;"(_)O(M)) et

, cela signifie, d’apres les propriétés de la distance d

P(Ya u_|) est < 2e. D’une part, comme dw™! VaM®(u), IP’(VO’["@O(M))) =1,ona:

o

AVl PV, ,-1)) = 1 — 26 > 3¢
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et, donc, g@M(u) € uB,,. D’autre part, on a
£
Bun - BH,@Q(Lt)’
d’oui la derniere assertion, d’apres le Corollaire 2.5. O

Dans Ia suite, nous dirons que I" est un groupe du type de Schottky.

3.2. Codage de I’ensemble limite. On note U I’ensemble des suites infinies (#,),cN
d’éléments de W telles que, pour tout n dans N, on ait u, # u,;l_ 1- On note s le décalage
dans U. On munit U de la distance définie par :

Yu#veU du,v) =2 mnneNuzv}

Alors U est un espace métrique compact.
Nous pouvons a présent décrire précisément I’ensemble limite de I' comme dans [7, I1I]
et [13, §2.9]. Rappelons qu’on a supposé que I’ensemble B = ("),,oy Bu était non vide.

PROPOSITION 3.3. Pour tout u dans U, pour tout & dans B, la suite

(o * - uné)peN
converge dans P et sa limite ne dépend pas de &. L’application

u—"

ur lim ug---u,B
n—0o0

induit un homéomorphisme bi-holdérien © de U sur Ar.

Démonstration. Soit u dans U. Pour tout £ dans B, pour tout n dans N, comme
Upt+1 F# u;l, on a
Mn+1:§ € bun+l C Bu,,

et, donc,
d(uo- - un&, uo- - ung18) < "V, upi16).

Par conséquent, la suite (ug - - - u, &), N converge dans P. Par ailleurs, pour tout n dans N,
ona:

VEneB dug---unk, uo---upn) < ", n),

d’ou I’indépendance de la limite par rapport au point de B choisi et le caractere holdérien
de I’application U — P.
Pour tout £ dans B, pour tous u, v dans Uy non triviaux avec ug # vp,on a:

Oow)k € by, et Oo(V)E € by,

donc
d(®om)§, Op(v)§) = 4e.

Soit @ > 0 tel que, pour tout ug dans W, pour tous &, n dans P, on ait :

d(uo§, uon) = wd(&,n).
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Soient alors u # v dans U et n le plus petit entier naturel tel que u, # v,. Pour tout &
dans B, pour toutm > n,ona:

dug---umé,vo---vyp) > wnd(un U, Uy umé) > 4ew”

d’ou ’injectivité de ® et le caractere holdérien de sa réciproque.

Enfin, soit # un élément périodique de U. Soit n > 0 avec s (u) = u. Alors, d’apres
la Proposition 3.2, on a O(u) = g;;___un_l. Comme 1’ensemble des suites périodiques
est dense dans U, ’ensemble fermé ®(U) contient un ensemble dense de points fixes
attracteurs d’éléments de I'. Comme ©®(U) est clairement stable par I', on a bien

OWU) = Ar. O

3.3. Pression des formes linéaires. Rappelons qu’on a noté FT le sous-espace vectoriel
de E, éventuellement différent de £ quand K n’est pas R, engendré par le cone limite /.
Apres quelques rappels sur le formalisme thermodynamique nous introduisons ici une
fonction analytique P sur le dual de Fr qui nous permettra de décrire la fonction Y
au §4.

Soient £ un R-espace vectoriel de dimension finie et f : U — &£ une application
mesurable. Pour tout n dans N, pour tout u dans U, on note

Yofw)= fw)+ f(su)+---+ f(Sn_lu)_

N

Si f est continue a valeurs réelles, on note p(f) sa pression. L’application pression
Co%(U,R) — R est convexe.

Soit @ > 0. On note H,; I’espace des fonctions complexes holdériennes d’exposant e
sur U, muni de sa topologie usuelle d’espace de Banach. Soit f dans Hg, une fonction a
valeurs réelles. On note L s I’opérateur de Ruelle de f ; c’est I’application linéaire qui a
toute fonction continue / sur U associe la fonction :

Lh:uws Z eSO p(v)

velU
sv=u

U — C.

C’est un endomorphisme continu de CO(U) et de Hyy.

D’apres le théoréeme de Ruelle—Perron—Frobenius [15, §2.2] et d’apres [15, §3.5], pour
tout f dans Hy, a valeurs réelles, Ly possede dans CO(U) une unique droite propre de
valeur propre e”(f) et cette droite est engendrée par une fonction strictement positive,
holdérienne d’exposant o . Le reste du spectre de L ¢ dans H; est contenu dans un disque
de rayon strictement inférieur 2 ¢”). En particulier, d’aprés le théoréme de perturbation
des opérateurs linéaires continus, la pression induit une application analytique de H, dans
R.

De méme, I’adjoint de L y possede une unique droite propre de valeur propre e” (f) dans
M(U) et cette droite est engendrée par une mesure de probabilité positive v. Si & est une
fonction propre de valeur propre /) de L £ avec |, y hdv = 1,1a probabilit€¢ m = hv est
s-invariante et mélangeante. En particulier, v est ergodique. On appelle m 1’état d’équilibre

de f.
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Revenons a présent a la description de T'.
On note f I’application de U dans E telle que, pour tout # dans U, on ait :

f) =—a(uy"', ©W)) = o(ug, O(s(u))).

Comme, pour tout g dans G, I’applicationo (g, .) : P — E estlipschitzienne, I’ application
f est holdérienne. On fixe une fois pour toutes un réel @ > 0 tel que f soit holdérienne
d’exposant @ . En utilisant la relation de cocycle vérifiée par o, on obtient, pour tout n
dans N et pour tout u dans U,

T f () =—0 (o up—1)"", OW) =0 o1, O(" (W))).
En particulier, pour tout u# s-périodique de période n dans U, on a:
Znf ) =Muo - up—1)
et, d’apres la Proposition 3.2, on ale :
LEMME 3.4. Il existe M > O tel que, pour tout n dans N, pour tout u dans U, on ait :
1% f () — puuo---up—)ll = M.

On note P la fonction analytique convexe

¢ = p(=(logg)po f)
E* > R.

Pour toute ¢ dans E*, on note v, la probabilité vecteur propre principal de L_(jogg)po f
et my, 1’état d’équilibre de —(logg)¢ o f. Comme, pour tout borélien X C U, 'X C X
implique s X C X, les mesures v, et m, sont I'-ergodiques.

On note F I'orthogonal de Fr dans E*.

LEMME 3.5. Pour toutes @1, ¢ dans E*, on a :

(p1 — @2 € FR) = (P(¢1) = P(g2)).

Démonstration. Soit ¢ dans Fp. Pour tout u s-périodique de période n dans U, on a :
Yn(@o f)u) =oA(uo---un-1)) =0
et, donc, d’apres [15, §3.7], il existe une fonction i dans Hy; telle que I’on ait :
pof=hos—h.

Par conséquent, si ¢ et ¢, sont deux formes linéaires sur E avec ¢ — @y € FR, il existe
h dans Hy telle que, pour tout k dans C°(U), on ait :

L_(ogg)prof () = €™ L_(10gg)gror (€"K).

et, donc, P(¢1) = P(¢2). :

https://doi.org/10.1017/50143385702001268 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0143385702001268

264 J.-F. Quint

La fonction P factorise 2 travers une fonction analytique convexe :
FEZE*/FR —> R.

On la note P.
D’apres le principe variationnel [15, §3.5], pour toutes ¢g, ¢ dans E*, on a :

dP(po)p = —(logq) /U @o fdmgy,.

Pour ¢ dans F}%, on note encore m,, I’état d’équilibre d’un prolongement linéaire de ¢ a
E : il ne dépend que de ¢.
On a aussi des renseignements sur la dérivée seconde de P.

LEMME 3.6. Soit ¢o dans E*. Soit ¢ dans E* avec d P(po)¢ = 0. Alors, ona :
d*P(90) (g, ¢) = 0 et, si d*P(o) (¢, ¢) = 0, alors ¢ € Ff.
En particulier, pour toute gy dans Fi%, d* P (o) est définie positive sur le noyau de d P (¢o).

Démonstration. Soient ¢ et ¢ dans F}%. Comme P est convexe, on a :

d*P(¢0)(¢, ¢) > 0.

Soit ¢ dans kerd P(pg) avec d?P(¢o)(p,¢) = 0. D’apres [15, §4.12], il existe une
fonction & dans Hy; et un réel k tels que ’on ait :

pof=hos—h+k.

Mais alors, comme m, est s-invariante, on a :

k=/ po fdmy, =0
U
et, donc, pour tout # dans U, s-périodique de période n, on a :

@A(ug - up—1)) = Zp(po fHu) =0.

Comme A(I'") engendre FT, ¢ . = 0.
La derniére assertion est alors triviale. O

4. Comportement asymptotique des groupes de Schottky

Le codage effectué a la section précédente nous permet d’établir ici qu’une forme linéaire
¢ dans Ff* est supérieure ou égale a Y si et seulement si P(¢p) < 0. Le lemme de
convexité ci-apres nous donne alors des précisions sur la régularité de Y. Par ailleurs, nous
montrons que, pour les groupes de Schottky, on peut améliorer le théoreme 2.10, puisque,
pour toute forme linéaire ¢ dans E*, tangente a v, la probabilité vecteur propre principal
de I'opérateur de Ruelle associé a ¢ est I’'unique ¢-mesure de Patterson sur Ar. Enfin,
nous utilisons ces résultats pour généraliser a ces groupes la construction de Patterson des
mesures conformes dans [14].
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4.1. Un résultat de convexité. Ce paragraphe est indépendant des précédents. Nous y
prouvons le résultat général de convexité qui nous permettra de faire le lien entre la
fonction P et yr.

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et ¢ : £ — R U {—o0} une fonction
concave homogene semi-continue supérieurement (ce qui implique ¥ (0) = 0). On note :

Ly ={xe&|yk)>—oc} et & ={pel o=y} F0.

Alors I, est un cdne convexe de & et £y une partie convexe fermée de £*.
La fonction ¥ est entierement déterminée par I’ensemble 5;;.

LEMME 4.1. Pour tout x dans E, on a :

Y(x) = inf ¢(x).
¢65¢

Démonstration. Comme la fonction v est concave, on a, pour tout x dans &,

Y(x) = inf (p(x)+a).
pel*

aeR
p+a=y

Soient ¢ une forme linéaire de £ et a un réel tels que ¢ +a > . Comme ¢(0) = (0) =0,
on aa > 0. Par ailleurs, pour tout x # 0 dans &, pour tout# > 0, on a ¢(tx) + a > ¥ (tx)
et, donc, en faisant tendre ¢ vers co, ¢(x) > v (x). Le résultat est alors clair. O

Soit x dans ly. On dit que ¥ est de pente finie en x si et seulement si il existe une
forme linéaire ¢ dans 5;; avec ¢(x) = ¥ (x). On dit sinon que ¥ est de pente infinie en x.
La fonction v est de pente finie en tout point intérieur de /y, et les formes tangentes a ¥ en
ses points de pente finie sont exactement les éléments du bord de 5;;.

Soit F I’intersection d’une sous-variété affine de £* et de 85:;. On dit qu’une forme
affine 6 sur £* est une forme d’appui de 51’; en F si et seulement si 6 est positive sur 5:; et
nulle sur . Comme 51’; est fermé dans 1’espace vectoriel de dimension finie £, 51’; possede
au moins une forme d’appui en F.

Le lemme 4.1 nous permet de caractériser les formes d’appui de E:Z.

LEMME 4.2. Les formes affines d’appui de E:Z sont exactement les formes

0= px) —¥x)
E* > R

ot x € ly est de pente finie pour .

Démonstration. Soient x dans £ et o dans R tels que la forme affine

o> o(x) —a
E* >R
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soit une forme d’appui de 51’; en ¢g € 85:;. D’apres le lemme 4.1, 0n a:

po(x) =a = inf ¢(x) =9 (x)
‘/’6512/

et x est bien un point de pente finie pour .
Réciproquement, si x est un point de pente finie pour ¥, la forme affine

0= px) —¥x)
E* >R

est bien une forme d’appui du 8:;. a
Nous pouvons alors établir un critere de régularité pour .

LEMME 4.3. On suppose les ensembles 1y, et 8:; d’intérieur non vide. Alors

(i) [D’ensemble 5;; est strictement convexe si et seulement si la fonction \r est dérivable
en tout point intérieur de ly et de pente infinie en tout point non intérieur de Ly, ;

(i) le bord de I’ensemble 8:; est dérivable si et seulement si la fonction homogéne r est
strictement concave.

Quand ces deux conditions sont réalisées, les applications tangentes induisent des

bijections entre Ly, /IR’ et 88:;.

Démonstration. Démontrons la premiere assertion.

Commencons par supposer 5;; strictement convexe. Soit x un vecteur intérieur de /y.
Comme x est intérieur a ’ensemble de définition de ¥, il existe une forme linéaire ¢ dans
8:; telle que ¢ (x) = ¥ (x). Une telle forme est un point de I’intersection de 8:; et de son
hyperplan d’appui associé a x. Comme 5;; est strictement convexe, il n’en existe qu’une, et
Y est dérivable en x, de dérivée . Soit a présent x un vecteur non intérieur de [y . Il existe
une forme linéaire 6 telle que 6(x) = 0 et que, pour tout y dans [y, on ait 8(y) > 0.
Supposons alors qu’il existe ¢ dans 5;; telle que ¢(x) = ¥ (x). Alors, pour tout ¢t > 0, on
ag+t0 € 0EY, ce qui contredit la stricte convexité de 8:;.

Supposons a présent ¢ dérivable en tout point intérieur de [y et de pente infinie en
tout point non intérieur. Soient ¢1, ¢ dans 35:; telles que [¢1, 2] C 85;;. D’apres le
lemme 4.2, il existe x dans Iy, avec ¢1(x) = ¥ (x) = @2(x). Alors x est de pente finie,
donc intérieur a [y,. Il vient : 91 = @2 = d/(x).

On procede de méme pour la seconde assertion en remarquant que, comme 5;; est
d’intérieur non vide, 1I’ensemble 35:}; est dérivable si et seulement si en tout point de 85;
il ne passe qu’un seul hyperplan d’appui de 5:;.

La troisieme assertion est claire. a

4.2. Indicateur de croissance. Revenons aux notations de §3. Apres avoir fait le lien
entre la fonction P et Y, nous appliquons les résultats de §4.1 a 1’étude de .
On note [{* C F} le cone dual de [ dans Fr. On note E}. et E}. les ensembles convexes

Er ={p e Fr |9 > yr}
et Ef ={p € E* |9 = yr} = (¢ € E* | g € E}).
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Comme It est inclus dans ET, I’ensemble El"i est d’intérieur non vide. La fonction P
permet de déterminer I’ensemble E7.

LEMME 4.4. Ona :

Er ={p € Fr | P(p) <0}
FP\Er ={g € It | P(p) > 0}
IEr ={p € F | P(p) =0}

et, pour toute @p dans IEY,

Z q—w(u(y)) > 00.
o o0
weE}’i

Démonstration. Estimons les séries de Poincaré de I'. Soit M comme dans le lemme 3.4.
Soient ¢ dans E*, . = ¥ et h > 0 un vecteur propre de valeur propre A de L_(1og4)po f
dans Hy,. Pour tous n dans N et # dans U, on a :

Z q—(ﬂ(Enf(U))h(v) = )\,nh(u)

velU
s"v=u

et, donc, d’apres le lemme 3.4,

g MWlinth 3 g RO <ty < @Ml suph S gmemo),

yelr yel
I(y)=n l(y)=n
yaFuy ' Yoy
ou, pour y dans I' de longueur n, on a noté (yp, ..., ¥») pour @61()/). D’une part,on a :
At < gMllel Z A
yell

l(y)=n
D’autre part, pour tout uo dans W,

g Mol infh Z g ) < A" suph

yell
l(y)=n
g

et, donc, en sommant ces inégalités sur ug € W :

Q2p — l)q—Ml\sﬂH infh Z q—w(M(V)) < 2pA'suph.
yel
I(y)=n

Il vient, pour tout n dans N,

g Mo 22 LIRS gt < an < Mol S et

2p suph oer Ser

I(y)=n l(y)=n
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d’ou

o 2p — 1 infh _ * s _
g~ Mol I g0 < 30 P < g Milel 37 gt

2p suph o= =0 yer

La premiére partie du lemme est alors une conséquence du lemme 2.8 ; 1a seconde s’ obtient

en écrivant, pour ¢ > Y en dehors de 0,

g~ Mllel

Zqﬂﬂ(u(y)) > . O
yel 1 —eP@

Nous aurons encore a utiliser le :

LEMME 4.5. Soit ¢ dans E* telle que ¢|f. appartienne & lintérieur de If:. Alors il existe
un entier n tel que la fonction X, (¢ o f) soit strictement positive.

Démonstration. D’apres le Théoreme 2.6, u(I") est a distance borné de Ir, et, donc, il
existe un entier ng tel que, pour tout y dans I' de longueur > ng, on ait (u(y)) > 0.
On conclut alors en utilisant le lemme 3.4. O

Les propriétés de la fonction P vues au §3.3 permettent de décrire I’ensemble E}: et sa
frontiere.

LEMME 4.6. L’ensemble E;ﬁ est strictement convexe. L’ensemble 3Elf est une
hypersurface analytique réguliére.

Démonstration. D’apres le lemme 4.4, I’ensemble d E}- est une hypersurface analytique.
Soit ¢p dans 0Ef.. On a :

dP(po) = —(logq)/ufdmwo-

Donc, comme m,, est s-invariante, d’apres le lemme 4.5, pour toute ¢ dans E * dont la

o

restriction & Fr est un élément de /%,

9(dP(g0)) = —(logq)v/Ufpo Fdmy, <0.

L’hypersurface d Ef. est bien réguliere en ¢o. o

Comme, d’apres le Théoreme 2.9, la fonction Y est concave, le principe de dualité du
lemme 4.3 permet de conclure le :

o]
THEOREME 4.7. La fonction Y est homogene strictement concave, analytique sur Ir,
mais de pente infinie en tout point du bord de Ir.

Démonstration. D’apres le lemme 2.9, la fonction Y1 est concave. D’apres le lemme 4.3
et le Théoreme 4.6, Y est homogene strictement concave, dérivable sur I’intérieur de I,
mais de pente infinie au bord de /r. Comme 9E} est analytique et que, d’apres le
lemme 3.6, la dérivée de la bijection 0 E 1’5 — Ir/ Rj_ est partout inversible, la dérivée de Y
est analytique, donc Y est analytique sur I’intérieur de /. O
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4.3. Opérateur de Ruelle et mesures de Patterson. Nous décrivons ici les mesures de
Patterson d’un groupe de Schottky. En K-rang 1, ces résultats sont, bien sfir, classiques
(cf., par exemple, [20, §5.9]).

Rappelons qu’on a noté W 1’ensemble de générateurs de I' construit au §3.1. Pour y
dans W, on note (y) ’ensemble des u dans U tels que ug = y.

LEMME 4.8. Soient ¢ dans E* et y dans W.
(i) Pour tout h dans C°(U) avec supph C (y), pour tout u dans U, on a :
L (logqypo (W) = ¢~ Dh(yu).

(ii)  Pour tout h dans C°(U) avec supph N (y) = @, pour tout u dans U, on a :

L_(logg)pof(hoy)(u) = G

Démonstration. Démontrons la premiére formule. Soit 4 dans C°(U) avec supph C (y).
Soit u dans (y~1). Pour tout y’ # y dans W, on a h(y'u) = 0. Mais, comme u; # y,
onayu ¢ (y),et,donc, h(yu) = 0.
Pour tout u dans U, on a donc :

L_oggypor (M) = > q " Dn(y'u)

y'ew

y'#ug’!
=q " hyu) siu g ()
=0 siue(y™h,

d’oti 1a premiére formule.

Démontrons la seconde formule. Soit / dans CO(U) avec supph N {y) = @. Pour tout u
dans U\(y‘l) onayu € (y), et, donc, h(yu) = 0. Par conséquent, on a supp(h o y) C
(y’l ), et, pour tout u dans U, on a, d’apres la premiere formule :

L_oggypor (h 0 y) () = g9 D pu),
ce qu’il fallait démontrer. O

Les formules précédentes permettent d’établir un lien entre les mesures de Patterson et
les opérateurs de Ruelle.

LEMME 4.9. Soit v une probabilité sur Ar et ¢ dans E*. Alors v est une p-mesure de
. o * J—
Patterson si et seulement si Lf(logq)(ﬂof(v) =

Démonstration. Commengons par supposer que v est une ¢-mesure de Patterson. Soit y
dans W et i dans CO(U) avec supph C (y). On a, d’apres le lemme 4.8,

f L_(oggypor () dv = f g~ D hyu) dv(u) = / hdv.
U U U

Par conséquent pour tout 4 dans CO(U), on a

/L_(logq)(pof(h)dl)Z/ hdv
U U

ie. Li(logq)goof(v) =.
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*

Réciproquement, supposons que 1’on a L—(lcvg 2o

f(v) = v. Soit y dans W. D’apres le
lemme 4.8, pour tout & dans cO(U),ona:

supph C (y) = / g YD p(yu)y dv(u) = / hdv
U U
supph N (y) =0 = / hoydv = / qfw(cr(yfl,u))h(u)dv
U U

—1 . .
et, donc, v = g~ ?@¥ ")y, Comme W engendre I, cette relation est vraie pour tout y
dans I et v est une ¢-mesure de Patterson. O

Dans le cas des groupes de Schottky, on peut donc améliorer le Théoreme d’existence
de [19].

THEOREME 4.10. Soit ¢ dans E*, une forme linéaire tangente a yrr. Alors T posséde sur
‘P une unique @-mesure de Patterson concentrée sur Ar. Elle est I'-ergodique.

Démonstration. Comme, d’apres le lemme 4.4, I3(g0) =0,ona:

* _
LZ 1ogg)por (Vo) = Vo
et, donc, d’apres le lemme 4.9, v, est une ¢-mesure de Patterson concentrée sur Ar.

D’apres le méme lemme, comme v, est I’'unique mesure propre de valeur propre 1 de

*
L—(logq)wf’ ) ] ) )
remarqué que v, était I'-ergodique. Cela peut aussi €tre vu plus simplement comme une

elle est I’'unique ¢-mesure de Patterson concentrée sur Ar. Nous avons déja

conséquence de I’unicité. a

4.4. Construction géométrique des mesures de Patterson. Si K est R ou C, on note X
I’espace symétrique de G et x le point fixe de K dans X. On note Exp, ’'unique application
de E dans le plat maximal de X stable par A qui, pour tout z dans Z envoie v(z) sur zx.

Si K est non-archimédien, on note X I’immeuble de G et x le point fixe de K dans X.
Le point x est un sommet spécial de toutes les chambres de X qui le contiennent. On note
Exp, I'unique application affine de E dans I’appartement de X stable par A qui, pour tout
z dans Z, envoie v(z) sur zx.

On note X le bord visuel de X : I’espace X U dX est compact. L’application qui, a
un vecteur non nul # de ET, associe G lim;_ oo Exp, (tu) C 90X induit une bijection entre
I’ensemble des directions de ET et les G-orbites dans 3X.

Pour ¢ dans E* telle que ¢ > Y en dehors de 0, c’est-a-dire telle que ¢ soit intérieure
AE, £, notons

1
V@ = > er g ) ;e P8y

Il vient la :

PROPOSITION 4.11. L’application v se prolonge de maniére unique en une application
continue de E: [ dans 'espace des mesures de probabilités de XU0 X. Pour toute ¢ tangente
a yr, v(p) est concentrée sur la G-orbite a 'infini du point limite du rayon géodésique
t — Exp, (tu) oit u est I'unique vecteur unitaire de E tel que yr(u) = ¢(u).
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Démonstration. Soit ¢( tangente a yr, c’est-a-dire appartenant a 8E~I’5 Montrons que
P’application v possede une unique valeur d’adhérence en ¢ et qu’elle posséde les
propriétés de I’énoncé. Soit vy une telle valeur d’adhérence. Comme, d’apres le lemme 4.4,

Zq—w(u(y)) — > 0,

=90

yel @>yr
on a v9(0X) = 1. Par ailleurs, d’apres le Théoreme 4.7, il existe un unique vecteur
unitaire ug de E tel que ¥ (ug) = @(ug). Alors, ug appartient a It et, donc, d’apres la
Proposition 3.2, a I'intérieur de E *. Soit C un cdne ouvert de E contenant ug. Pour tout
u # 0dans E\C, on a ¢ (u) < ¢o(u), et, donc, pour ¢ suffisament proche de ¢p, on a :

Z g M) < oo,
yel

uy)¢C

Il vient, a nouveau comme les séries globales tendent vers 1’infini,

v(p) (K Exp, (ET\0)) = 0
>Yr

et, par conséquent, vy est concentrée sur la G-orbite de lim;_, o Exp, (fup). Pour tout
vecteur unitaire u dans I’intérieur de E7, il existe un unique G-homéomorphisme 6, de P
dans la G-orbite de lim;_, o, Exp, (fu) : il envoie &y sur lim;_, oo Exp, (fug) (cf. [8, §2.17]
dans le cas ou K est R ou C). Alors, en raisonnant comme dans [19, §8.2], on montre
que (6%1 )« Vo est une go-mesure de Patterson concentrée sur Ar, d’ou I'unicité, d’apres le
Théoreme 4.10.

Pour ¢ dans dE*, notons donc vp(¢) I'unique g-mesure de Patterson de P concentrée
sur Ar, u, le vecteur unitaire de E tel que ¢(uy) = vYr(uy) et v(p) la mesure de
probabilité sur dX (0y,)«vp (). Par unicité, I'application ¢ +— vp(g) est continue et,
donc, I’application ¢ — v(¢) est continue sur IE; £. On a bien construit un prolongement
continu de v. O
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et suggestions d’ Yves Benoist. Je tiens ici a I’en remercier.
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