Ergod. Th. & Dynam. Sys. (2004), 24, 1833-1863  (© 2004 Cambridge University Press
DOI: 10.1017/S0143385703000804 Printed in the United Kingdom

Sur les structures de Poisson singulieres

LAURENT STOLOVITCH

CNRS UMR 5580, Laboratoire Emile Picard, Université Paul Sabatier,
118 route de Narbonne, 31062 Toulouse cedex 4, France
(e-mail: stolo@picard.ups-tlse.fr)

(Received 12 June 2003 and accepted in revised form 19 November 2003)

Résumé. Nous nous intéressons aux structures de Poisson analytiques singulieres en
un point et de partie linéaire non-nulle en ce point. En utilisant des travaux récents
de I'auteur sur la normalisation holomorphe de familles commutatives de champs de
vecteurs holomorphes singuliers, nous donnons des résultats de normalisation holomorphe
de certaines structures de Poisson.

Abstract. We are interested in analytic singular Poisson structures with a non-zero linear
part at the singularity. Using recent work by the author about holomorphic normalization
of commutative families of singular vector fields, we obtain results about the normalization
of holomorphic Poisson structures.

1. Introduction
Soit M une variété analytique de dimension N. Une structure de Poisson est la donnée
d’un crochet {., .} qui assigne, a un couple (f, g) de germes de fonctions holomorphes en
un point x de M, un germe { f, g} de fonction holomorphe en x vérifiant les propriétés
suivantes :
) {., .} est bilinéaire et antisymétrique ;
o {f {g, h}}+{g {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 (identité de Jacobi) ;
. {f, gh} ={f, g}h + {f, h}g (identité de Leibniz).

Il revient au méme de définir un champ de 2-vecteurs que 1’on peut écrire, dans un
systeme de coordonnées locales,

1 d d
P = 5 Z P,-,j(x)— VAN

1<i,j<N Oxi  0x;

a a
= Z Pi’j(X)TAW avec P,')j =—Pj),'

I<i<j<N J
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et qui vérifie I’identité de Jacobi

IP; 4 Py IP;
Z (Pi,l 8'} +Pji— = L Py a”) =
1<I=N Xl Xl Xl

pour 1 <i, j,k < N. On définit alors le crochet de Poisson par

af ad dg 0
(fig):=(P.df ndg)= Y ,,()(f g__g_f>.

1<i=7<N 0x; 0xj  0x; 0x;

On a alors {x;, x;} = P; j. Le hamiltonien associé a un germe de fonction f relativement
a P est le germe de champ de vecteurs défini par

N

d
Xp=Y {x, Nox

i=
Soit g un autre germe de fonction holomorphe. La dérivée de Lie de g le long de X,
Xyr(g)estégalea{f, g}.

D’apres un résultat de Weinstein [Wei83, CASW99], on peut trouver un bon systéme de
coordonnées holomorphes (p1, ..., pm, 41, - -, qgm, X1, - - . , Xr) a0 Voisinage d’un point p
dans lequel on ait p;(p) =0, ¢;(p) =0,x;(p) =0et

Pzz%Aa——i— Z ,j(x)—/\—.
1<i<m Pi gi I<i<j<r
avec P; j(0) =0et2m +r = N.

L’étude de la classification holomorphe locale d’un crochet de Poisson (c’est-a-dire
les classes d’équivalence par conjugaison par des difféomorphismes locaux holomorphes)
revient donc a celle d’un crochet de Poisson nul en un point. Pour le cas de la dimension
deux, on pourra consulter [Arn89, Appendix 14].

Dans la suite, nous supposerons que M est un voisinage de I’origine dans CN et que P
s’annule en ce point.

Posons

=iy 1<ijk<N
bJ oxp -
La partie linéaire (ou 1-jet en 0) de P définit une structure d’algebre de Lie sur 1’espace
cotangent en 0, g, de la maniére suivante :

N
. R k
[x;, x;] = E Ci. jXk-
i=1

L’identité de Jacobi se montre en prenant le 1-jet, en 0, de I’identité de Jacobi satisfaite
par P.

Lorsque que cette algebre est semi-simple, Conn [Con84, Con85] a démontré qu’un
tel crochet est holomorphiquement linéarisable. Cela signifie qu’il existe un systeéme de
coordonnées holomorphes, y = ¢ (x), dans lequel on a

N 3 3
¢P) = ) (Z,,yk> A

I<i<j<n Nk=I dyi y;
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Récemment, Zung [Zun03] a donné une décomposition de Levi holomorphe d’un
crochet de Poisson singulier, montrant ainsi que ‘la difficulté réside’ dans le radical de
I’algebre.

La majeure partie des travaux portant sur 1’étude locale d’une structure de Poisson
concerne les cas de linéarisation d’une telle structure (par exemple, [DM95, DZ02]).
En particulier, Abbaci [Abb01] a amélioré, dans une certaine situation, certains résultats
de Dufour.

Dans cet article, nous nous proposons non pas de linéariser mais de normaliser
holomorphiquement certaine structures de Poisson dont 1’algebre de Lie associée est un
produit semi-direct C” x C".

Notre travail s’inspire des articles de Dufour [Duf91] et de Dufour—Zhitomirskii
[DZ99].

1.1. Notations. Soit n un entier non-nul. On notera :

) X,f (respectivement )/(Z‘) I’espace des germes en 0 € C" de champs de vecteurs
holomorphes (respectivement formels) d’ordre > k en 0 ;

o Xu,p 1= AP X, I'espace des germes en 0 € C" de champs de tenseurs contravariants
holomorphes anti-symétriques de type (p, 0) ;

o O, (respectivement 6,,) I’anneau des germes en 0 € C" de fonctions holomorphes
(respectivement formelles) ;

° M,, I'idéal maximal de O, ;

° O, (U) (respectivement O, (K)) I’anneau des fonctions holomorphes sur 1’ouvert U

(respectivement au voisinage du compact K ) de C" ;
° siX e 2/\,’\”1 et k € N*, J*(X) désigne le polyndme de Taylor a I’ordre k en 0 de X.
Soient O = (q1,...,qn) € N' et A = (A1,...,Ay) € N*. On posera |Q| =
g1+ -+ qnet(Q,N) = qiA1 + -+ + gnrn. Soit k € N, on notera NZ, I’ensemble
des multi-indices Q € N" tels que | Q| > k.
Soit K un compact de C”. Un élément f de O,(K) ® O, défini une fonction
holomorphe que 1’on développera ‘le long’ de K x {0} de la maniere suivante :

f=Y" fo"xH?

QeNm

oll x’ (respectivement x”') désigne les coordonnées dans C" (respectivement CP) et fo €
O,(V), V étant un voisinage de K indépendant de Q.

1.2.  Formes normales de champs de vecteurs. Un germe de champ de vecteurs X de
(C",0), nul en ce point mais de partie linéaire L non nulle, sera dit normalisé, ou sous
forme normale, s’il commute avec sa partie linéaire, i.e. [L, X] = 0. On rappelle le
théoréme de Poincaré—Dulac [Arn80].

THEOREME 1.1. Soient X = S + R un champ de vecteurs formel de (C", 0) s’ annulant
a lorigine ; S sa partie linéaire supposée semi-simple et R un champ de vecteurs non-
linéaire. 1l existe un difféomorphisme formel ® de (C",0), tangent a ’identité en O tel que
CiD*X = S+ N ou N est un champ de vecteurs formel tel que [S, N] = 0.
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On dit alors que &D*X(y) = DP(d! (y))X(CID_l(y)) est une forme normale formelle
de X.

Soit X = {X1, ..., X,} une famille commutative de champs de vecteurs holomorphes
au voisinage de 1’origine dans C". On les suppose nuls en ce point et on suppose que
leurs parties linéaires sont diagonales et linéairement indépendantes sur C. On posera
JY(X;) = S;. On peut définir une notion de forme normale formelle de la famille {X;}
relativement a la famille de parties linéaires S = {S;} [Sto00, Proposition 4.2.1].
Nous dirons que le famille X est formellement conjuguée a la famille {Y;}1<;<) s’il existe
un difféomorphisme formel ® de (C", 0) fixant 0 et tangent a I’identité en ce point et tel
que CfD*X,- =Y pourl <i < p.

Soit g une algebre de Lie commutative de dimension p sur C. Les familles S et X
définissent des morphismes de Lie de g dans I’algebre de Lie des germes de champs de
vecteurs holomorphes nuls a I’origine de C" de la maniére suivante : soit {g1, ..., gp} une
base de g. On pose alors X (g;) = X; et S(g;) = S;. Soient A1, ..., A, des formes linéaires
complexes sur g tel que le morphisme de Lie S de g dans I’algebre de Lie des champs de
vecteurs linéaires de C" défini par S(g) = > i, Ai(g)xi(d/dx;) soit injectif. Pour tout
0 =1(q1,....q2) € N"etl < i < n, on définit le poids ap ; (S) de S comme étant la
forme linéaire Z?:l qjhrj(g) — Ai(g). L'espace de poids associ€ a un poids o est I’espace

X, ={peXl |Vgeq, [S@),pl=a(@p)
Définissons les espaces de poids nul
Oy =={f €Ol Si(/)=01<i=p,
XNS=1{X e X} |18, X1=01<i<p},
ou S;(f) désigne la dérivée de Lie de f le long de S;.
Si I’anneau O,f n’est pas réduit au corps des nombres complexes, on sait [Sto00,
Proposition 5.3.2] qu’il existe un nombre fini de monémes u| := xR Re

R; € N, tels que 65 = Clluy, ..., us]]. D’autre part, (/'E})S est un module de type fini
sur O3,

oo, Up =X

1.3.  Forme normale de crochet de Poisson. Dans I’article de Conn [Con84], la notion
de forme normale de structure de Poisson est esquissée méme si elle n’est utilisée que
pour la linéariser. Elle a été ensuite développée par Lychagina [Lyc97] (I’auteur remercie
Dufour d’avoir porté cet article a sa connaissance). La structure de Poisson linéarisée
définit une représentation de I’algeébre de Lie associée g dans chaque espace de polynomes
homogenes sur g. Elle est définie par la dérivée de Lie le long du hamiltonien associé a un
élement de g, c’est-a-dire

p(x)(f) =Xx(f), 1=i=<N.

On définit alors le complexe de Chevalley—Kozsul et ses groupes de cohomologie
Hi(g, S¥(g)) = Z'(g, S*(g))/B! (g, S*(g)) [HS53], S*(g) étant la k-iéme puissance
symétrique de g [Sto00, §4.1]. On a alors le résultat suivant.
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PROPOSITION 1.1. [Con84, Lyc97] Soit P une structure de Poisson nulle en 0 € CcN
et de 1-jet non-nul en ce point. Pour tout entier k > 2, soit Vi un supplémentaire de
Bz(g, sk (9)) dans Zz(g, sk (9)). 1l existe alors un difféomorphisme formel  de (CVN,0)
nul en 0 et tangent a ’identité en ce point tel que
Ci)*P —L e @ Vi,
k>2
ou L désigne la partie linéaire de P.

Nous dirons alors que ®,. P est normalisé.

On définit le crochet de Schouten—Nijenhuis [.,.] : Xy p x Xng — XN pig-1,
C-bilinéaire, qui est une extension de la dérivée de Lie et qui vérifie :

(1 [P, Q]=(=DMM[Q,P];

(2) [P,OARI=[P,QlAR+ (=1)P1*IQ A[P,R];et

(3)  (=DPUTDIPQ, R+ (=D?P~D[Q, [R, PII + (=1 D[R, [P, 0]] = 0.
Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages [Vai94, CASW99, Sch53] pour de plus amples
renseignements et la bibliographie. On a les propriétés suivantes. Un champ de 2-tenseur
P définit une structure de Poisson si et seulement si il vérifie [P, P] = 0. De plus, si X ¢
est un champ hamiltonien associé a une structure de Poisson P alors [P, X ] = 0.

Le morphisme S définit précédement induit, par le crochet de Schouten—Nijenhuis, une
représentation de g dans ’espace des germes de champs de bi-vecteurs holomorphes et
nuls a I’origine grace a I’identité de ‘Jacobi’ ci-dessus.

LEMME 1.1. (1) Les poids de S dans an,2 sont de la forme (Q, M(g)) — Ai(g) — X (g),
QeNj,1<i,j<n

(2)  Soient a et B deux poids de S dans X,). Soient X € anﬂ etY € an’ﬁ. Alors, X NY
est de poids o + B.

Ona
|:S(g) in A i} = [S(g) in] A 9 +x¢ |:S(g) —}
Todx o dxj x| dxj
= ((Q, M(g)) — Xi(g) — 2j(g)x? a_'

En effet, on a
[S(@)., X AY]=[S(g). XINY + X A[S(g), Y]
= (a(g) +B(EHX AY.

Les espaces de poids sont en somme directes (en fait, ce sont les espaces de poids dans les
espaces de champs de bi-vecteurs homogenes qui sont en somme directe [Bou90]).

2. Cadre de travail et premieéres réductions
Nous supposerons que 1’algeébre de Lie g = CP x C" est le produit semi-direct de C”
par C" (la suite de morphismes d’algebres de Lie 0 - C" — g — CP — 0 est exacte)
défini par
[xi,x]‘]zo 1<i,j<n,
[xi,x;]]=0 n+1=<i,j=<N,
[xi,xjl=2x;ix; 1<i<n<j=<N,
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ol I’on a posé N = n + p. On supposera que les champs de vecteurs

n
S; = ;)\j,ixiaixi, I<j=<p
sont linéairement indépendants sur C. On notera S la famille des S; et A' =
i1y oo din)-
Dans la suite, nous ferons les hypothéses suivantes (H) :
(1) undes S; ades valeurs propres distinctes, i.e. x;j0/0x; & (XI)S Sii ;é js
(2) undes S; n’apas de valeur propre nulle, i.e. pour 1 <i <n,x; ¢ (9
(3) undes §; n’a pas deux valeurs propres de somme nulle, i.e. pour 1 <ij<n,
XiXj ¢ 6;5, N
(4) undes S; est tel qu'aucune de ses valeurs propres n’est la somme de deux autres,
ie.pour 1 <i,j k <n, xx;d/dx; & (XHS;
(5) {xi,xj}=0pourn+1=<i,j=<N.
Pour tout 1 < j < p, onnotera X ; le hamiltonien asscocié a x, ;. Par hypothése, on a

n
0
X;= E l{xi,xn+j}_8 ,
=

On a alors
0
k+ Z {x“x]}ax, Bx,

1<i<j<n

P = ZXk(x) A

Soit f un germe de fonctionet 1 < j, k < p. L’identité de Jacobi

{xn+jv {xn+k, [ = xnvks {xn+js St

montre que les champs X; commutent deux-a-deux. Les champs X; peuvent étre
considérés comme des germes de champs de C" dépendant holomorphiquement de p

parameétres x” := (x;4+1,...,xy). On notera Op = C{xus1, ..., xn} (respectivement
0, = C{xi,...,x,}) 'anneau des germes de fonctions holomorphes de (C?,0)
(respectivement (C", 0)). On posera x” := (x1, ..., x,) et on notera M 1’idéal maximal

de O,. Soit f € O, @ O, f*(x) est la composante homogene de degré k en x’ = 0 de f.
On peut alors écrire pour 1 < j < p,

Xj(x) = Zb, ,(x”)— + Z bjix(x' )xk mod 0, ® M?.
Xi i,k=1
Par hypothese, la différentielle de X (} en 0 est nulle et
xla@' 0) =85 = Z bj.i k(O)xk_
i,k=1

LEMME 2.1. Quitte & faire un changement de variables holomorphe de (CV,0)
tangent a l'identité en 0, on peut supposer que X;(0,x”) = 0 et DX;(0,x") =
diag(hj1(x"), ..., kjn(x")) pour 1 < j < p.
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Preuve. Par hypothese, on peut supposer que la matrice (b1 x(0))1<i k<n €st inversible ;
en appliquant le théoreme des fonctions implicites, on obtient un germe d’application
holomorphe g : (C?,0) — (C",0) telle que g(0) = 0 et X;(g(x”), x”") = 0. Le champ
X1 est donc tangent au graphe G de g ; puisque les X; commutent a X, ils sont
aussi tangents 2 G. Les X; n’ont aucune composante non nulle le long des 9/9x,1x,
1 < k < p; ils doivent donc étre nuls sur G. Faisons le changement de variables
holomorphe (X', X”) = (x’ — g(x"), x”) fixant I’origine et tangent a I’identité en ce point.
Onaalors X;(0,X") =0et DX ;(0) = (b}, x(0)j<ik<n-

Puisque les valeurs propres de ’'un des DX;(0) sont distinctes, on peut diagonaliser
DX; (0, x”) holomorphiquement sur un voisinage U de 0 dans C”. Les matrices
DX;(0,x") = (bjix(x"))j<ik<n sont alors diagonalisées et leurs coefficients sont
holomorphes dans U. Ce qui donne le résultat. o

LEMME 2.2. Sous les hypothéses précédentes, on a {x;,x;} € O, ® M? pour 1 < i,

j <n.
Preuve. Posons
P ( | d d
= Xi, Xi}— A —.
T gy T dx;
1<i<j<n
Pour alléger I’écriture, on posera g; ; = {x;,x;}. Puisque X;, 1 < i < p, est un

hamiltonien par rapport a P, le crochet de Schouten—Nijenhuis [P, X;] est nul. On a donc

p

~ X
[P.Xi]=) T A Xk, @.1)

k=1 xn+k

Or, on a

- ad ad
[P.Xil= ) [gr,s(x)a—MAa—xS,Xi}

I<r<s<n

— Z X;( )i/\i_ X'i/\ 0
= s Moy 5 e o |

1<r<s<n

Or, un calcul simple montre que I’on a

0 d " /(0X;x O d 0X;x 0 d
X a Loy (Pix D 2 Bk D0
dx,  0Xxg = 0x, 00Xy  0Xg dxg 0x,  O0Xk

On obtient alors

- X X d d
[P.Xil= ) (xi(gr,s)—gr,s< ot 8”))8 Ag= @D
l<r<s<n Xr Xs Xr Xs
D’aprés le lemme précédent, la restriction & x’ = 0 du membre de droite de

I’équation (2.1) est nulle. Or, la restriction 2 x” = 0 du membre de droite de I’équation (2.2)

est égale a
0 /7 " /" il 0
= D SR F R ) g A

1<r<s<n Xr axs

https://doi.org/10.1017/50143385703000804 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0143385703000804

1840 L. Stolovitch

Donc,pour 1 <i < petpourl <r <s <n,ona
82 (") (i (X) + Mg (x7)) = 0.

Par hypotheése, pour 1 < r < s < n, il existe un entier | < i < p tel que
Xir(0) 4+ 4 5(0) # 0. Donc, A; r(x”) + i s(x”) est non-nul sur un voisinage de 1’origine.
Par conséquent, la fonction holomorphe ggs(x” ) est nulle sur le connexe U.

Le 1-jeten x’ = 0 du membre de droite de ’équation (2.1) est nul. Celui du membre de
droite de I’equation (2.2) est égal a
0 0

A—.
0x,  0Xg

DTN X)) — g (i () 4 A s (7))

1<r<s<n

En posant grls =Y gr1 s k(x”)xk, on obtient pour 1 <r, s,k <n,

8o i Nk (") = Aiy () = A5 (x)) = 0.

Par hypothese, pour chaque triplet (r,s, k), il existe un entier 1 < i < n tel que
Aik(0) — Ai r(0) — X; 5(0) # 0. Les fonctions gr1 s k(x”) sont donc toutes nulles.
Par conséquent, nous avons montré que pour 1 < i, j <n,

{(xi,xj} € 0, ® M2 O

LEMME 2.3. Il existe un changement de variables holomorphe (X', X") = W¥(x) =
&', ¥ (x")) de (CN,0) tel que, pour 1 < i < p, la partie linéaire de W, X; en 0 est
égale a S; (les valeurs propres sont indépendantes de x”).

Preuve. Prenons le 2-jet de I’égalité (2.1). Le 2-jet de (2.2) est égal a

0

1 2 2 " " 0
E (J (Xi)(8ry) — &rsQip (X7) + Xis (X)) 7— A —,
|< ’ ’ 0x,  0Xg
<r<s=<n

c’est-a-dire
0

0
/\ R
dx,  0Xg

9

> ( > ((Q,Ai(x”»—A,-,r(x”)—A,-,s(x”)>g3,5,Q(x”)(x’)Q>
I<r<s<n > QeN" |Q|=2
ol I’on a écrit
g )= Y gl o)l
QeN",|Q|=2

D’autre part, le 2-jet du membre de droite de (2.1) est égal a

ATl (X; P i s 9 9
I S = Y (Z s = Ak,r)xrxs— Ao

=1 8xn+k =1 8xn+k ’ 8xn+k 8xr Bxs

I<r<s<n
En comparant les coefficients de

9 R 9
XrpXg— —
"ox, | 0xs
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dans les deux expressions, on obtient

P 3)»1' r 8)\1'5
—Mi,s — —Mr )] =0, 1<r<s<n.
= \ 90Xtk 0Xn+k

En posant A, := Zf’zl Aim (x")(0/0xp+i) pour 1 < m < n, les équations précédentes
s’écrivent [A,, As] =0 pour 1 <r,s < n. Or, par hypothese, la famille {A,(0)}1<,<, est
de rang p. On peut supposer que la famille {A,(0)}1<,<p est indépendante sur C.

On peut donc redresser simultanément et holomorphiquementla famille {A, (x”)}1 <, <p:
il existe un changement de variables holomorphe X" = v (x”) tel que ¥« A, (X") = A, (0)
pourl <r <p.Soitp+1<I<n;pourl <r <p,ona

P
— . . "
0= [Yuhr, Yo ] = [Ar(O), > i (X3 X,-J
j=1
P
=Y Ar0)(uj(X” ,
g PO X g
ou les u j ; sont des germes de fonctions holomorphes dans (C?, 0). De par I’indépendance
des p premiers A,(0), I’équation précédente se rameéne a du;;/0Xr1n, = O pour
1 <k < p.Donc, ¥ Aj(X") = A(0). |

3. Résultats principaux

Soit {., .} un crochet de Poisson holomorphe de (CV, 0), nul en 0 et vérifiant les hypoth&ses
(H) définie dans §2. D’apres les résultats précédents, quitte a faire un changement de
coordonnées holomorphe, on peut supposer que

d

xj

P= ZXk(x)/\ k+ > {x,,xj}ax[ .

1<i<j<n

vérifie les propriétés suivantes, U étant un voisinage borné de 1’origine dans C?.

° Pour 1 < k < p, Xj est un champ de vecteurs holomorphe de C" dépendant
holomorphiquement des p paramétres x”, i.e. Xy € O,,(U )® an.
° Les X commutent deux a deux, i.e. [X;, X;]=0pourl <i,j < p.

e Pourl <k <p, Xy =SmodO,U)® X2
° Pourl <i,j <n, {xi,xj}eOp(U)®M2.
La partie linéaire de P a I’origine est alors

P , 9
£:=Y"S0) A
25005

Xn+k

On rappelle que ’on a posé, pour 1 <i <n,

Puisque la famille S est de rang p, on peut supposer que la famille {A;}1<i<p est libre

8)CnJrj

sur C, ce que nous ferons dans la suite.
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Pour k € N*, on pose
wr(S) = inf { max |(Q.2) = 4| #0.Q N2 20| =2, 1 = j <n}.
Nous dirons que la famille S est diophantienne si la condition arithmétique

log wi (S
a)(S):—ZgT:() < 400
k>1

est satisfaite.

Remarque 3.1. Lorsque la famille S ne contient qu’un seul élément, la condition w(S)
n’est autre que la condition de Bruno [Bru72] (qui est plus faible que celle de Siegel
[Arn80, p. 182]).

Définition 3.1. Un ensemble compact K sera dit bon s’il est de Stein et si, pour tout
ensemble analytique V d’un voisinage de K, VN K n’a qu’un nombre fini de composantes
connexes. Un ensemble compact K sera dit compact de O s’il contient un voisinage de 0.
Un polydisque fermé est un bon compact de son centre.

Remarque 3.2. Dans la pratique, nous pourrions ne considérer, comme bon compact,
que le cas d’un point ou d’un polydisque fermé centré en ce point. La propriété
essentielle que nous utiliserons est la noetherianité de 1’anneau des fonctions holomorphes
au voisinage d’un bon compact [Fri67, Siu69]. Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages
[Hor90, Mal84] pour les notions sur les espaces de Stein.

THEOREME 3.1. Supposons que K := U soit un bon compact de 0 € CP. Supposons que
la famille S = {S;}1<i<p des parties linéaires soit diophantienne. Supposons que
la famille commutative {X;}1<i<p admette un forme normale formelle de la forme
{ Z;’:l aij Sj}lgigp ot les a; j appartiennent a I’anneau O,(K) ® @,‘f Alors, il existe
un difféomorphisme holomorphe ® de (CN , 0) dans lui-méme, fixant I’ origine et tangent a
Uidentité en ce point tel que

)4 )4 9
O.P = Z (Zak,l(x)s,) A
=1

k=1 xn+k

Ci, jXiXj— N —
— . J J 8xi ax]‘
p+l<i<j<n

d d

+ 2 > e A

1<i<j<n QeN, Xi Xj
OAEi+E;

Vr (Q,A)=Api+Ar |

o les as appartiennent a O,(K') ® O,f, les gi j.o appartiennent a Op(V'),
K’ (respectivement V') étant un bon compact de 0 dans CP (respectivement voisinage
de K'), et les c; j sont des nombres complexes.

Les corollaires suivants sont des applications immédiates du théoréme.
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Définition 3.2. Nous dirons que la partie linéaire £ de P est non-résonnante si, pour tout
n-uplet d’entiers (q1, . .., g») tel que ¢; > —1, deux au plus pouvant étre simultanément
égaux a —1, il existe un entier 1 < j < p tel que

qirj1+ -+ qudja # 0.
On appellera relation de résonnance de L, une égalité de la forme
GIAj1+ o+ gurjn =iy +Ajs, V1I<j<n,
ou Q =(q1,.-.,qn) € N'. Lafamille S est non-résonnante lorsque ()/(\,12)5 = {0}.
Remarque 3.3. Si L est non-résonnante alors la famille S est non-résonnante.

COROLLAIRE 3.1. Supposons que la famille S = {S;}1<i<p des parties linéaires soit
diophantienne et que L soit non-résonnante. Alors alors il existe un difféomorphisme
holomorphe ® de (CN,0) dans Iui-méme, fixant ’origine et tangent & lidentité en ce
point tel que

P
9 9 9
D,P = ;Sr A + ) XX G N T

Oxntr pHl<i<j<n
ot les c; j sont des constantes.

Ce dernier corollaire, dans le cas p = 1, est du a Dufour et Zhitomirskii
[DZ99, Theorem 6.1]. En particulier, si n < p + 1, la structure de Poisson est linéarisable
(sans condition de rang).

THEOREME 3.2. Sous les hypotheses du théoreme précédent, supposons de plus, que le
rang de P soit egal a2p avec n > p—+1. Alors il existe un difféomorphisme holomorphe ®
de (CN | 0) dans lui-méme, fixant I’origine et tangent a 'identité en ce point tel que

p p
QP =) <Zbk,,(x’*’l, ...,xR’)S1> A
k=1 =1

out les by, appartiennent a (’),f .

’

0Xntk

Remarque 3.4. Le résultat précédent admet [’interprétation géométrique suivante.
On supposera que 1’anneau des invariants 63 n’est pas réduit aux constantes. Soit 7 :
(C",0) — (C',0) l'application définie par 7w(x) = (& ... xR) avec @,f =
C[[x®, ..., x®]] (voir §1.2). 1l existe alors un voisinage I/ de I’origine dans C" tel que,
pour tout b € m(Uf), la structure de Poisson P induit, sur la variété torique ‘généralisée’
(1) N U) x CP, 1a structure de Poisson linéaire

p P P
> (Zbr,s(b)ss> A
=1 s=1

Xntr l@=1B)NU)xCP

En effet, par définition, les champs Sy sont tangents aux fibres (7 ~!(b) N U).

COROLLAIRE 3.2. Soit P une structure de Poisson vérifiant les hypothéses (H) et de rang
egala2p, n > p+1. On suppose que la famille des hamiltoniens associés aux variables x”
est formellement linéarisable et que la famille de leurs parties linéaires a l’origine est
diophantienne. Alors la structure de Poisson P est holomorphiquement linéarisable.
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Ce résultat est du a Dufour [Duf91], dans le cadre C*°, lorsque la famille S est
hyperbolique et non-résonnante.

Remarque 3.5. Tous ces résultats sont vrais dans la catégorie analytique réelle.

4. Forme normale de famille commutative de champs de vecteurs

L’objet de cette section est de rappeler un des résultats de 1’auteur [Sto00] que nous

utiliserons dans cet article. Soit {X1, ..., X} une famille commutative de champs de

vecteurs holomorphes au voisinage de 1’origine dans C". On les suppose nuls en ce point

et on suppose que leur partie linéaire sont diagonales et indépendantes sur C. On posera

J! X)) =S5 := Z?:l Ajjxj0/0x;, A= (Xi1y - -5 Xip) et S désignera la famille des S;.
On a alors le résultat suivant.

THEOREME 4.1. [Sto00] Supposons que la famille des parties linéaires {S;}1<i<p
soit diophantienne.  Supposons que la famille commutative {X;}1<i<p admette un

forme normale formelle de la forme {Z;’:l &,-,.,'Sj}

I’anneau 63 Alors il existe un germe de difféomorphisme holomorphe ® de (C", 0) dans

1<i<p on les a; j appartiennent a
lui-méme, tangent a ’identité en 0, tel que, pour 1 <i < p,

p
P, X, = Zai,ij,
=

oulesa; j € O;f N O,.
Dans ce qui suit, nous aurons besoin de la ‘version a parametres’ suivante.

THEOREME 4.2. Soit K un bon compact de 0 € CK. On notera x" les coordonnées
de Ck. Soit {Xi}1<i<p une famille commutative d’éléments de Or(K) ® an. Soit S; la
partie linéaire de X; en 0 € C", que I’on suppose indépendante de x". Supposons que la
famille {S;}1<i<p soit diophantienne. Supposons, en outre, que la famille commutative
{Xi}1<i<p admette une forme normale formelleAde la forme {Z;’:l &,-,ij}lgl.Sp
o les a;; appartiennent a I'anneau Ok(K)(X)(’),f. Alors il existe un germe de
difféomorphisme holomorphe ® de (C",0) dans Ilui-méme, tangent a l’identité en 0,
dépendant holomorphiquement de x” dans K et tel que, pour 1 <i < p,

p
. X; = Zai,ij,
=

oulesaij € Oy(K)® ((/9\;5 N Oy).
En effet, supposons que o conjugue X; a Y, pourl < j < p, avec

d(x,x") = (Xi + Z ¢,~,Q(x”)xQ> ’
QeN",|Q]>2 l<i<n

n
9
Xj=Sj+Z< > Xj,i,Q(x”)xQ>—8x,

i=1 \QeN" |Q|>2 !
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et
n
3
Yi=Si+) ( > Yj,i,Q()C”)xQ>—a -
i=1 \ QeN" |g|>2 i

Les équations que doivent satisfaire ces coefficients sont de la forme

(Q, 1) = wjdbioG") + Yo" = Xjio&") + PjioGx"),

1845

olt Pj;o est un polyndme en les ¢; o'(x"), Yo (x"), Xjio&"), Q'] < |0l
La définition de ¢; o(x”) et de Y;; o(x”) se fait par réccurence comme suit : si pour
un j, ona (Q, u/) # puj; alors on pose Y;; o(x”) = 0 et ¢ o(x”) est déterminé par la
Jj-iéme équation. Sinon, on pose ¢; o (x”) = 0 et ¥;; o(x”) est déterminé par le second
membre. Par conséquent, on montre par récurrence que si les X ; ; o (x”) sont holomorphes

sur un méme voisinage V de K, il en est de méme des ¢; o (x”) et des Y;; o (x”).

5. Preuve du théoréme 3.1

Utilisons le théoréeme 4.2, pour normaliser la famille commutative de champs de vecteurs
{Xi}1<i<p. Dans ces nouvelles coordonnées, développons I'identité de Jacobi, pour

1<i,j<netl <m<p,

{xn+mv {X,’, -x]}} = —{X[, {-xjv xn+m}} + {-xjv {X,’, xn+m}}o
Tout d’abord, on a

N

{Xntm, {xi, Xj 1} = Z{xk’ Xn+m)

k=1

a{xi, x;}
0Xk

S o{xi, x;}
= 3tk X =L = X (fxi, ).
=l 0Xr

On a donc
)4
Bonms (i X1 = ) am k(0 S ({xi, x7}).
k=1

D’autre part, par définition, on a {x, Xp4+m} = X, j. On a alors

0Xpm, j
0Xk

N

(i, (s Xngm ) = {5, xi)
k=1

= Z {xkv -xi}
k=1

1 Xmi & X i
=) o xi)——L = XL
= 0Xk = 0Xpn+k

0Xpm, j P 0Xpm, j
et ; o ) 5o

k=1
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Considérons alors I’opérateur O, (K) ® O,-linéaire,
N : Mp(Op(K) ® On) = Mu(Op(K) ® On) ® (O, (K) @ On)"
défini par
N((fi,j<i,j<n) = (Ni,j (fD1<i,j<n

da
((Z Z(-xlfkj rl_x]sz rj) 8mr> ) .
=1 k=1 Xk J1<m=<n/1<i,j<n

On posera
8am r

Nl]m(f) —Z Z(xsz] rl_x]fkl rj) 54

r=1 k=1
Soit

— X X, j X, Xin,i
Mijim Z ll 3xn+1 Z b 3xn+1
0 Zk—l am krk, j )
= XiX; a;gkkk,)(—_ —
)4 oS P 4 i
—( D @i 8 L Omihii .
k=1 8xn+l

LEMME 5.1. Pour1 <i,j<netl <m<p:

° M;. j.m appartient a I’'idéal engendré par x;x; dans O,(K) ® O,f

° sous les hypotheses (H), M; j n est d’ordre supérieur ou égal a cing ;
° si chaque f; ; est de la forme

> fiio("(x)?
QeN7,
Vr (QAN) =y it

avec fi j,0 € Op(V), V étant un voisinage de K ; il en est de méme pour N;_j ;m (f).

Preuve. Le premier point est clair car les fonctions a;,; appartiennent 2 O,(K) ® o3
leurs dérivées par rapport aux variables x” aussi. Les fonctions a; j sont de la forme

P
> @
PeNj,
Vr (P,A7)=0

D’apres les hypotheses (H), les mondmes ‘résonnants’ qui engendrent O;f sont de degré
supérieur ou égal a trois. Par conséquent, la fonction x; fi, j0am,/dxy est de la forme

> gi.j.o(x")(x)CTEHPEL
QeNj,
Vr (QA)=hrk+hr ),
(P,A")=0
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c’est-a-dire de la forme
~ Vi NR
Y GrGHEOE.
ReNj,
Vr (R =hyi+hr,

En fait, on a méme,

Ay, r - T
Xi fr.j =X > gijr(x"H(xH". m
k ReNj,
Vr (T A")=Ar.j

L’équation de Jacobi (5.1) s’écrit, pour 1 <m < p,

P

X ({xi, xj}) — {xi, xj}(zam,ro\r,j + Ar,i)) = Mi,j,m + Ni,j,m(({xrs xs})lgr,sgn)'
r=1

Soit A = (ax,1)1<k,i<p ; par hypothese, A(0, x”) =Idetax; € O,(K) ® O,f. La matrice

A est donc inversible au voisinage de {0} x K dans C" x CP et les coefficients de A~

appartiennent 3 O,(K) ® (’),f. Puisque I'on a X,, = Z,le am xSk, les p équations

précédentes peuvent s’écrire sous la forme matricielle :

S1({xi, x;}) Ai+ AL
: — {xi, %)) : = Ni,j (s XsD1<rs<n) + Mijo (5.5)
Sp({xi, x;}) Api+hp,
ol 'on a posé 1\7,-,.,' = A’lNi,j et Il;l,;j = A’IM,-,J'. Les composantes de A;I,-,j

appartiennent a 1’idéal engendré par x;x; dans O,(K) ® O,f . Si chancun des f; ; vérifie
les hypothéses du lemme précédent, la conclusion reste valide pour les N; ; (f).

LEMME 5.2. Pour1 <i,j <n,ona

{xi,xj} = > gij.0(x")&"?,
QeN,
vr (Qs)\r):)\r,i‘i’)\r,j
oit les g; j. o appartiennent a O,(V), V étant un voisinage de K. De plus, si I’on suppose
que, pour 1 < i, j < n, les solutions Q € N?, 2 < |Q|, des équations (Q, \|) = Ari+Ar
pourl <r < p sontde laforme Q =R+ E; +Ej, R € N’; alors
xjl=xx; Y. gijot))C.
QeN,
vr (Q,A7)=0
C’est-a-dire que {x;, x j} appartient a I'idéal de Op(K) ® O,f engendré par x;x .

Preuve. Posons

i xj}= Y gijo")(x)C.
QeNj

On rappelle, d’apres le lemme 2.2, que {x;, x;} est d’ordre supérieur ou égal a deux en
(0, x”). On a alors, pour 1 < k < p,

St (fxis x D) —{oxis x} ki + Ay j) = Z ((Q, M) = i + M ) gi .o (") () C.
QeN,|Q|=2
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D’autre part, on a, pour tout entier d > 1,
TN jm () = T Ny jm (T,

ot J4-1 (f) désigne la matrice dont les composantes sont les J -1 (fi,;) (les jets sont bien
entendu en (0, x”) en les variables x”). En utilisant la définition (5.4) de N; j u, il est clair
que si f est d’ordre supérieur ou égal a d alors N; j,, (f) est d’ordre supérieur ou égal a
d + 1 (en fait, sous les hypotheses (H), I’ordre de N; j () est supérieur ou égal a d + 5).
La multiplication par la matrice A~! ne change rien quant a I’ordre. D’autre part, pour
les mémes raisons, M; j ,, est d’ordre supérieur ou égal a cinq. Il en est de méme pour
Mi,j,m .

Montrons alors le résultat par récurrence sur la longueur du multi-indice |Q| > 2.
Pour |Q| = 2, I’analyse faite précédement montre que la composante de (x")€¢ du second
membre de ’identité de Jacobi (5.5) est nulle. Lorsqu’il existe 1| < r < p tel que
(O, A") # Ari + Ay alors g j o = 0. L'assertion est donc vraie. Supposons la vraie
jusqu’a Pordre d. D’aprés ce qui précede, le coefficient de (x")2, |Q| = d + 1, du
second membre de 1’identité de Jacobi (5.5) est la somme de celui de ]\711-, ;j et de celui
de Ni,j,m(Jd’l(({xr, XsD1<rs<n)). D’apres le lemme précédent, s’il existe 1 < r < p tel
que (Q, ") # Ai+A. j, alors ce coefficient est nul. On aalors ((Q, A")—A;i =X, 1)8i,j.0
= 0; c’est-a-dire g; j, 0 = 0. Ce qui acheve la récurrence.

En ce qui concerne le deuxiéme point, il suffit de remarquer que si toute solution de
(Q, M) =Ari+A,j,pourl <r < p,estdelaforme Q = R+ E;+E; alors (R,A") =0
pourl <r < p. |

Nous avons donc montré que, dans un bon systeme de coordonnées holomorphes, on
peut écrire

)4
P=>" <Zar,s(x)ss> A axa+

r=1 “s=1

0 0
+ 2 > 8.0 (NN | == A o,
I<i<j<n QeNi, i X

Vr (Q,A)=Api+Ar |

oua,s € Op(K)® (’),f et gi.j,0 € Op(V), V étant un voisinage de K.

Soient B1(x”), ..., By,(x") des fonctions holomorphes au voisinage de K telles que
Bi(0) = 1.
Posons alors x; = Bi(y)yi, i = 1,...,n, et Xy4k = ypax pourk = 1,..., p.

On notera x = W(y) cette transformation tangente a I’identité en 0. Dans ces nouvelles
coordonnées, le crochet de Poisson {., .}’ est défini par

(fogYO) ={f oW g oW} ow(y).

En particulier, on a, pour 1 <i, j <n,

{ij yi}/: {

X

j Xi } .
Bi(x") Bi(x")

= (g v 5} g e ) o v
S \BN T B T B ix”) Y

W(y)
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1 1 1
- (ﬁ,;(ﬂ/) (ﬂf(x”) bejoxid + 2 {x” Bi(x”) D

x| oo e oo
Bix") | Bj(x") ™" B Bix) Y

- (5 + 57 s s ) 09
T \BaNBi B T By By 1T B Y

grice a I’identité de Leibnitz et au fait que {x,4k, xy+;} = O pour 1 < k,I < p.
Par définition, on a

1 -1 & 3B
{xia } - {xn+k7-xl} ﬁ]

B B 0Xntk
1 ¢ 3B,
ﬂz-(x”),; o ok
A (Bj)

ﬂ o mod 0, (K) ® M2.

Par conséquent, le coefficient de y;y; dans {y;, y;}’ est égal a
Aj(Bi)  Ai(B))
Bix")  Bi(x")
En posant, 8; (x”") = exp y;, ce coefficient s’écrit

gjiE+E; (X + Nj(vi) — Ai(y)). (5.6)

"
8ji Ei+E; (x7) +

LEMME 5.3. Pour1 <i, j,k <n,ona

Nj(8k,i,Ex+E;) — Ni(8k,j Ex+E;) + Ak(8jiEj+E) =0

Preuve. Considérons 1’identité de Jacobi

(i, Lo, x 1+ Lo, g, xed} + {xj, {xk, xi}) = 0.

Ona
o{x;i, x;}
{xk, {x,,x]}}— Z{xmyxk} 2
m=1 Xm
8{)6,, xj x,, xj
= Xm, X X g——.
Z{ m k} Z 3xn+l
Ona,pourl <m <n,
o{xi, x;} N NO—Enm
o, o p—o == = Y gmar() Y. dngijotx) ;
Xm PeN} Qe
(P, M)=Ak+Am (Q,)\.):)\.i‘i’)\.j
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ou, afin d’alléger I’écriture, (Q,A) = A; + A; signifie dans les sommes : pour tout
1<t<p (Q,A) =A%+ %, j.Onaaussi,pour 1 <[ < p,

o{xi, x;} & 08i,j,P ,.p
Xih—g —= =Xk D anshsk > 8—()6/)
Ynt =1 peny  OXHn
(P,A)=AitAj
Prenons le jet d’ordre 3 en 0 € C"(i.e. en x’) de ces expressions. Il vient

o{xi, x;}

3 )

J ({xma Xi} 3 = E 8m k,E,+EsXrXs E 8i,j,Er+EnXr
Xim )tr"r)tm :)ti +)Lj

ArtAs=Ak+Aim

J3 <X1’k {ax”xj}> — )\l,kxk< Z 8i,j,Er+E; er_g).

xn+l )Lr+)\::)\i+)\j axl+n

et

Le coefficient de x;x;x; dans

Z J3 ({xn17 xk} 8{x“ xj})
— X

est
8i,j Ei+E; (8jk,Ex+E; + 8k, Ex+E;)-
Celui de
P a{x;, x;
213 <Xz,k {xi j})
1=1 8xn+l
est
- 08i,j,Ei+E;
L Ei+E
D Mg = Aw(8ij B ES)-
= X1+ '

On trouve alors que 1’on a

Nj(8k,i,Ex+E;) — Ni(8k,j,Ex+E;) + Dik(&)i E;+E;)
= 8k,i,Ex+Ei (8i,j,E;+E; + 8k, j,Ex+E;) — 8k, jEx+E; (8),i,Ej+E; + 8k,i,Ex+E;)
+ 8i,jEj+E; (8i .k, Ex+E; T 8j.k Ex+E;)
=0. 5.7
O

LEMME 5.4. [l existe des fonctions y1, . . ., Y, holomorphes au voisinage de K dans CP et
nulles a I’origine telles que si I’on pose x; = expy; (y")yi, 1 < i < n, alors le coefficient
de y;yj dans {y;, y;} est constant ; il est méme nul si i ou j est inférieur ou égal a p.

Preuve. Rappelons que, pour 1 <i <n,

P 9
A = Z)»ki
k=1

T 0Xntk
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Par hypothése, on peut supposer que Ay, ..., A, sont linéairement indépendants sur C.
Quitte a faire un changement linéaire de coordonnées y” = Bx”, on peut supposer que,

pour 1 <k < p,
0

A = .
0Xn-+k

On notera K’ := BK le bon compact de 0. Dans ces nouvelles coordonnées, on a

P
d - J d
P=) Y0y A=t ) > N ICDICORN eyt
r=1 Yntr 1 <Ti<n QeNi, Xi X
vr (Qs)\r):)\r,i‘i’)\r,j

ol gij 00" =g 0B~ 1Y) e 0,(V'), V' =BV, V voisinage K et
Yi(x',y") Xi(x', B~y")
: ='p~! :
Y,(x', y") Y,(x', B~y
Posons

Yn+1
rLi (") =/ 81, Ey+E (t, yng2, ..., yN)dt 1 <i <mn,
0

xi =exp(yri(y" )y 1<i<n.
Onay;;(0) =0ety; =0. Les y1,; sont holomorphes sur (C",0) x V'. Sii et j sont
distincts de 1 et inférieursa p , on a
Ai(yii) — Ai(n,j)

_ /y"“ <a§1,i,E1+Ei (t, ynt2, - YN) 81 E1+E; (f,yn+2,-~-,yN)> "
0 8xn+j 8xn+,-

_/’y"“ 08i,j,Ei+E; (L Ynt2s -+ -5 IN) di (arice s (5.7))
0

B ot
= &i j Ei+E; Vnt1, Ynt2, -« s YN) — &i,j Ei+E; (0, Ynt2, ..., YN).
D’apres (5.6), le coefficient de y; y; dans {y;, y;}’ est
~(2 ~ PR
g,-(,.,'),E,.JrEj nt2s - s YN) = &ij E+E; (0, Ynt2, ... yN) 2 =1, ] < p.
Deplus,sil < j <n,ona
81.j.Ey+E; Vnt1s Yng2, -+ YN) — A1(y1,j) = 0.

o )
Donc, d’apres (5.6), le coefficient g%);’ElJrEj (Yn+42s -+, yn) de y1y; dans {y1, y;} est nul
pour 1 < j < n. Puisque I’on transforme un crochet de Poisson en un autre, alors les
nouveaux coefficients vérifient encore 1’équation de cocycle (5.7) (Ies A; sont invariants
par le changement de coordonnées). En y posant k = 1, il vient

~(2 ..
Al(gz(,]‘),E,JrEj):O 1<i,j=<n
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On montre par récurrence sur I'entier 1 < d < p qu’il existe des fonctions yyz,
1 < i < n, holomorphes sur (C", 0) x V' et nulles en 0 telles qu’en posant

xi =exp(ya,i(y")yi 1<i=<n,

les coefficients g%}l_) VE de y;y; dans {y;, y;}’ vérifient

1) g(d+1) E; =0pourl <i<d,1<j<n,

i,j,Ei+
(2) les gl.(i.+Eli)+E,, 1 <i,j < p, ne dépendent que de X, {441, -- ., Xnip, €t
(3) Ak(gl(iJrEll)JrE)—Opourl<k<det1<l j<n.

D’apres ce qui préceéde, cela est vrai pour d = 1. Supposons que cela soit vrai pour tout
d <k < p. Posons alors

” Yn+k ~(k) .
Yei(Y') = 8ki bk (O Yntkt1s - yN)dt 1 i <mn,
0
xi =exp(ye,i(y")yi 1 <i<n.

Comme plus haut, on a, pour 1 < i, j < p distincts de k,

Nj(y,i) — Ni(ye,j) = g,, EirE; Onths -5 YN) — g,, EivE; (O Yntkt1s -5 YN)-

1)

Le coefficient g§];‘+E;+Ej de y;y; dans {y;, y;}/, pour 1 <i, j < p distincts de k, est donc

k+1 k
g,(j E)+E = gi(vj),EiJl‘Ej O, Yntk+1, -+, YN)-

En particulier, pour 1 <i <ketl <j < p,

Wt _
8i.j.Ei+E; =0

et
k+1 k
g,(, E)+E g,(j)E vE; T ANi(yi,j) — Nj(ve,i),

pourl <i <ketl < j <n.Pouri =k, on obtient

(k+1) (k) -
8k, j, Ex+E; — = &k, j, Ei+E;j — Ax(y,j) = 0.
Or, les y,; ne dépendent que de x,y, ..., Xptp. Donc, A;(vk,j) = 0y, j/0xpyi = 0
pour 1 < i < k — 1. De plus, d’apres les propriétés du crochet de Poisson, on a
(k) — _zM 5 5 = (k) ; .
8kiEtEs = ~8ik.E +E - Far hypothése de récurrence, g;'; Eo+E; ©St nul pouri < k ;

il en est donc de méme pour yx ;. Par conséquent, pour 1 <i <ketl < j <n,ona

(k+1) (k)
8i jEi+E; = 8i,jEi+E; = =0.

En utilisant la relation de cocycle (5.7) dans les nouvelles coordonnées, on obtient alors

~(k+1 ..
Ad(g,(,+E)+E )=0 1<i,j<n,

pour 1 < d < k. Ce qui démontre la récurrence.
Ainsi,pour l <k <petl <i,j <mn,ona

“’(P+1) — O

8k, j,Ex+E; =
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et
~(p+1)
Ak(gi,j,E;+Ej) =0.

. . ~(p+1 . .
Puisque les fonctions gl.(l;.JrE,) L, e dépendent que des variables x4 1, ..., X4 p, alors,
sJo L J

.. ~(p+1 p
pourl <i,j <mn, gl.(l;.JrE,) 4, est constant. Dans ces nouvelles coordonnées, le champ Yy
sJo L J

est transformé en

n

~ ~ d
1% /’ " — Y. /’ m_9
(") ; ki g

& 3
= > exp(yi (7)) Yei (exp(—=y1 (3" N1 - . .. exp(= v (Y")) - s

i=1 i
La partie linéaire reste donc inchangée. Il ne reste plus qu’a faire le changement de
variables x” = B~1y”. O

Finalement, nous avons montré que, dans un bon systéme de coordonnées holomorphes,
on peut écrire

d d
tD amEgo A
i j

r=1 V=l Tt ppiSicisn
" Y 0 0
+ Z Z gi.j,o(x)(x) ™ A T (5.8)
l<i<j<n QeNy, Xi Xj
Q#EH‘E]-

Vr (Q,A")=Arit+Arj
oud,s € Op(K)® (’),f, ci,jeCetgijoeOpyV),V étant un voisinage de K dans C?.

6. Preuve du théoreme 3.2
Appliquons tout d’abord le théoreme précédent et posons

p
Xi(x) =) j(x)S;,
j=1

avec d;j € Op(K) ® (’),f. Nous désignerons par A la matrice dont les éléments sont les
a;, j. Commencons par démontrer le lemme suivant.

LEMME 6.1. Il existe p familles champs de vecteurs A; appartenant & O,(K) ® (an)s
tel que

Nous poserons, dans la suite,

A,‘ =
0Xp+ti
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Preuve. Nous reprenons les arguments de Dufour [Duf91]. Par hypothése, le rang de P
est 2p ; donc

PAPA---ANP=0.
—_—
(p+Dfois

Le terme de cette équation qui contient 9/0x,41 A - -+ A 9/0x,4, donne I’équation
PAXiA--AX,=0.

De plus, X{ A+ A X, = (detA) S| A--- A S, et det A est une unité dans O, (K) ® O,.
Soit I I’idéal engendré par les coefficients de X; A --- A X, dans O, (K) @ O,. Cest

I’idéal engendré par les monomes x;, X, L i< <ip <. Soient
° a:=Xx1---Xp,
o b:=>" X{--xi_1XiXig1Xppg et
= 2i=1%1 i—1XiXi41 p+1
. P A A
[ ) C .= ]Si<j5p-x1"'-xi71xi-xi+l"'-xjfl-xj-xj+l"'-xp+2'

Comme d’habitude, X; signifie que la variable x; est absente ; on rappel que 1’on a supposé
n > p+ 1. Alors, a € I n’est pas un diviseur de zéro dans O,(K) ® O, b € I n’est
pas un diviseur de zéro dans O, (K) ® O, /(a) et ¢ € I n’est pas un diviseur de zéro dans
Op(K) ® O,/(a,b). Par conséquent, la profondeur de I’idéal I est supérieure a trois.
Or, d’apres le théoréme de Frisch [Fri67, Siu69], les anneaux O, (K) et O, (K) ® O, sont
noethériens. D’apres le théoreme de Saito [Sai76], il existe alors p familles champs de
vecteurs A; appartenant a2 O, (K) ® A;, tel que

p
P = ZX,- A A;.
i=1

Puisque P est d’ordre supérieur a deux en x’, on peut choisir A; nul en (0, x”). Montrons
alors que I’on peut choisir des A; qui commutent avec les S;. En effet, on a

~ ad ad
P Z ) Xt dx; a 0x;
ptl<i<j<n
~ " N d d
+ ) > EeXNXN2 A
I<i<j<n QeNs, Xi Xj
Q#Ei+E;

Vr (Q.A)=Ari+A,

Par conséquent, pour tout g € g, [S(g), P1=0 (d’apres le lemme 1.3). On a aussi
_ P
[S(2), P1=)_ Xi A[S(2), Ail,
i=1

car les X; commutent aux S;. Décomposons ensuite chaque A; selon les espaces de poids
de S dans I’espaces des champs de vecteurs (en fait, il faudrait faire cette décomposition
dans chaque espace de champs de bi-vecteurs de C" homogenes & coefficients dans
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Op(K)). On a alors
0=[S(g), P1= Zx AZa(g)A,a

= Za(g)(zxi A Ai,a)~
o i=1

Puisque les X; sont de poids nuls, 1’égalité précédente définit la décomposition de
[S(g), P] selon les espaces de poids de S dans I’espaces des germes de champs de
bi-vecteurs nul a 1’origine. Les espaces de cette décomposition étant en somme directe,

on a, pour tout o # 0,
)4
ZX,‘ ANAig=0
i=1

etona
_ p p
= ZX, NA; = ZX,‘ A Ajo.
i=1 i=1
Par définition, pour tout g € g, [S(g), Aiol = 0. O

Puisque P est une structure de Poisson, on a [P, P] = 0. En développant, on obtient

p
0= > [Xi AAi, Xj AAj]
ij=1

)4
= Z[X,’ NALXIINA; =X AN[X ANAGL A
=1

P
DX X ANAANAj+ X ALXj AT A A
i,j=1

ij=1

P
+ Z —X; AXi, AjIA A — XA Xi ALA, A
J
P

:2(in/\[xj,ﬁ,»]mij— > X,-/\X,-A[AJ-,A,»]) (6.1)

i,j=1 l<i<j<p

Prenons le terme qui contient d/0dx,+ j, il verifie alors

)4
ZX,- ALXj, Ai1=0. (6.2)
i=1
On en déduit
Z X;iAXiA[Aj, Aj]=0. 6.3)
l<i<j<p

En faisant le produit de (6.2) par X1 A--- A Xj_1 AXjt1 A--- A X, onobtient

[Xj, AiJAX1A---AX,=0.
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En appliquant le théoréme de Saito, il existe alors des famille de fonctions GI.Z’ ;€ O,(K)®
O, telles que

P
(A X;1=>) 0l X (6.4)
=1
De surcroit, on a

[S(g), [Ai, X;11 = —[Ai, [X;, S()1] — [X,, [S(g), A1l

Or, par définition, [X;, S(g)] = O et par le lemme précédent, [S(g), A,-] = 0(S(g) ne
dépend pas de x”). On en déduit que S(g)(@l.l,j) = 0 ; c’est-a-dire 9[.1,1. € 0,(K)® O,f.
En reinjectant I’expression (6.4) dans I’équation (6.2), on obtient que 9[.1’ ;= 91"!j. Prenons
le 1-jet de I’équation (6.4) et posons J'(A;) = ZZ,I:I A}’k!l(x”)xkfi/axl. On a alors

n 9 n P 9
. 1 " _ [ "
Dk — A AL (x ik = 2 (;Gi,j(o,x ))»l,k>Xk—BXk.

k,l=1

Donc,pour 1 <k <n,ona

p
> 6! 0.5k = 0.
=1

Or, par hypothése, la famille {S;}? , est linéairement indépendante sur C. Donc, pour tout

1=
i, j 1, Of)j(O,x”) =0.

En faisant le produitde (6.3) par X1 A« - AX;i i AXip i A AXjIAX A AXp,
on obtient
[Aj, AMAX1 A AX,=0.

En appliquant le théoréeme de Saito, il existe alors des familles de fonctions yl.{ j €
O, (K) ® O, telles que

)4
[Ai, Aj1=Y v/ ;X1 6.5)
=1
De surcroit, on a
[Sk, [A;, Aj1] = —[A;, [A}, Sl — [A}, [Sk, A1l = 0.

On en déduit que, pour 1 < k < p, Sk(yi{j) =0 ; donc yl.lj € 0p(K)® O;f.
Reinjectons 1’égalité (6.5) dans I’équation (6.1). On obtient

p
Yo Y vixinxinx;=o.
I<i<j<p I=1
En prenant les coefficients de X; A X; A X avecl < i < j, on en déduit que I’on a

vli=vl; (6.6)

Montrons par récurrence sur ’entier | < g < p qu’il existe un changement de
coordonnées holomorphes dans lequel A; = 9/9x;,4;, pour 1 <i <gq.
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Pour ¢ = 1, considérons le flot ¢y ,(x, x”’) de Aj et posons

Ui, x") =1, (6,0, X040, ..., XN).
C’est un difféomorphisme local au voisinage de 1’origine qui est tangent a I’identité en
ce point et qui vérifie (wl_l)*Al = 0/0xp+1. Ce flot vérifie le systeme d’équations
différentielles suivantes
d .
Vi (' x")y =AW (x) i=1,....n,
dt
d
I/II,I,IH»I (x,’ x,/) =1,
dt
dy tn+j 1oy
———x,xH=0 j=2,...,p,
yh ( ) J p
ou V1 ;,; désigne la ieme coordonnées de 1 ;. En particulier, v laisse invariante chacune
des coordonnées x,.;, j = 1,...,p. Appliquons la méthode du chemin [Cha86,

Appendice 0]. On obtient, pour 1 <k < p,
()

— -1 ~ _
dxpt1 = (¥ Dx([A1, Sk]) = 0.

On en déduit que
WSk = (S, 1=0 = Sk ;
c’est-a-dire, ¥ ! préserve chacun des champs S;. Soit alors f € Op(K) ® O,f alors
W Hef = foyy! € 0p(K) ® OF. Eneffet,
0= (¥ De(S@) = W HNS@f 0¥ = S@(f oy ).

Il en est de méme pour les éléments de O(K) ® (an)s. On a alors
p

Xp(x) == (7 DuXe =Y @ oy S
=1

On posera Ez,’d = agioY, ' Par conséquent, dans ces nouvelles coordonnées, on peut
écrire
p ~
P= Z X/ (x) A A
i=1
avec A/l = 0/0x,41 €t [A'l, S;{] = (. Afin d’alléger le texte, nous continuerons a écrire X;
ala place de X’ (etc.) lorsque cela ne prétera pas a confusion.

Supposons que I’assertion soit vraie pour 1 < i < g — 1, c’est-a-dire A} = --- =
Ay_1=0.

Commencons par faire un changement de coordonnées qui transforme Aq enad/odx, g+
Zj’:l cg.jXjouci;j € Op(K') ® O3, K’ étant un bon compact de 1’origine de CP.
On demande aussi que ce changement n’affecte pas niles A; = 8/9xp4i, 1 <i < q — 1,
niles S;, 1 < j < p. Pour ce faire, cherchons des fonctions B, telles que, pour
l<i=<qg-1,

P P
-~ : 9By, -
0= |:A,', Ay — E ,Bq,iji| = E <)/i{q — #) Xj — Bq.jlAi, X1l
j=1 j=1 n+i
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Nous avons utilisé les équations (6.5) dans la derniere égalité. En utilisant les égalités
(6.4),on obtient,pour | <k < petl <i <g —1,

d
Wok _ _ (Zelﬁql)w,q 67)

0Xp1i

On écrira ces équations sous forme matricielle de la maniére suivante

9Byq .
0By +viqg i=1,...,9—-1, (6.8)
0Xp4i
ou B, désigne le vecteur de coordonnées By 1, . . ., By, p, i = (91 l)1<k I<p ety q désigne
le vecteur de coordonnées yil PERRER yl e Pourl <i,j <gq, A et A. commutent entre eux.

Par I’égalité de Jacobi, on a alors, pour 1 < i, j < g,

[Ai, [A), Al = [A}, [Ai, Agll,
soit,
I A - &
[Ai’ Zyj,qu} = |:Ajv Z)’,’,qu} (par (6.5)),
k=1 k=1
c’est-a-dire,
P gyk

)4

Z
§ A X § L9 Xy A X
ot ax”—H k+J/]q[ i k] o axn+1 +)/1q[ J k]

soit, finalement,

f(ay"’ (Zy 6 ))m—f( iy (fy-’ 0" ))Xk (par (6.4)
= 3xn+l J:4q 8xn+/ — i,q”j,l 4)).

En d’autres termes, les équations suivantes sont satisfaites

Vi, ay;
lq+®j)/i,q= jq

+0Oivjq 1=<i,j<gq. (6.9)
Xn+j Xn-+i

D’autre part, par I’identité de Jacobi, on a aussi, pourtous 1 <i, j <g—letl <[ < p,
[Ai, [Aj, X1l =[A}, [Ai, X411,

soit,

<

p
[Ai’ Zé’fJXk} = [A,-, ZV,»’,‘,Xk} (par (6.4)),
k=1

k=1

c’est-a-dire,

p 36k, 4 L, (96}, -
> (e + (et 3 =22 (5 + (X oteha) J e oy
Xn+i =1 k=1 m=1

k=1 axn+-1

En d’autres termes, les équations suivantes sont satisfaites

00 00;
! +®i®j =

Xn+i Xn+j

+0;0, 1<ij<q. (6.10)
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En utilisant les équations (6.9) et (6.10), on obtient, pour 1 < i, j < g et pour tout

v e Cr,
ICH Ay 00); AYi
Sy ey T, L 6,200+ yig) — O (—Ov + yig) = 0.
Xn+i 0Xpi Xn+j axn—i—j

Ces équations ne sont autres que les équations de compatibilité du systeme (6.8) (quitte
arajouter des équations ‘vides’ 98,/dz, =0,r =1,..., p — q + 1 afin de rendre ‘carré¢’
le systtme). Par conséquent, le systetme d’équations (6.8) admet une unique solution
holomorphe sur un voisinage U’ C K de 'origine de C” et nulle en ce point [Die60,
Théoreme de Frobenius 10.9.4]. Ce voisinage contient un bon compact K’ de 0. De plus,
cette solution dépend holomorphiquement des paramétres x" dans un certain voisinage de
I’origine de C". D’apres ce qui précede, les yi{ q (respectivement 91.1) ) appartiennent a
O,(K) ® 0. Alors les B, ; appartiennent 2 O,(K) ® OS. En effet, les opérateurs de
dérivation 0/0x,+; et Sy commutent deux a deux. En prenant la dérivée de Lie le long de
Sk des équations (6.8), on obtient

LN
M =-0;5%By i=1....9-1,
8xn+i

systéme qui admet une unique solution nulle a I’ origine—a savoir—S; (8,) = 0.
Ainsi,ona,pour 1 <i < p,

P
[Si’ Ag — Zﬁq,jxj} =0
j=1

On peut donc redresser, par un difféomorphisme holomorphe G, A A =1 By, j X en
<

0/0xp44 tout en préservantles 0/0x,4;, 1 <i <g—1,1es§;,1 < j < P ainsi que les

coordonnées x,+;, < i < p. Dans ces nouvelles coordonnées, A/ = (Gg)+Ay s écrit
+ Cq, ] (6.11)
8xn+q Zl

aveccy j = Pg.j0Gq € Op(KNQOS, X} = (Go)uXi = Y| a] Sieta,, =a,,0G, €
Op(K) ® O )
On ne modifie pas P si 'on rajoute Y7 fi;X;a A}, 1 <i < p,lorsque fi; = fi; :

ZX /\<A/+Zf,lxl) =XP:X,’-/\A;.

i=1 i=1

Cherchons alors de telles fonctions vérifiant en outre

)4 )4
[A; + Y fuXp A+ Y f,,lx;} =0
=1 =1

pourl <i,j <getf;; =0sii > g. Enutilisant (6.4), on obtient, pourtous 1 < i, j < g,

0 a.k P
ik Zf,ze Vi + Y futh, =0.

+
8-xl’l<|>l axn+j =1
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C’est-a-dire, en posant f; le vecteur de coorodonnées f; ;,

af; _0,fi - dfi

8xn+,~ 8xn+j

+ @ifj =0. (6.12)

Lorsque 1 <i < g et j = ¢, on obtient

0fy f dcg
Q,f,=—0
8xn+l Oali - Oty = o 0xnti

, (6.13)
OxXntqg +q
car, grice a (6.11), il suffit de rajouter ¢, ; a f,;; dans I’équation (6.12) pour obtenir le
résultat.

Soit g4 le vecteur de coordonnées g, ; € O,(K') ® O;f et posons

g .
I —@ig,=f 1<i=<gq,
0Xp+ti
3
8 0,8, = f,+cq. (6.14)
0Xn+q

Alors, les f; sont solutions du systeme d’équations (6.12)—(6.13). En effet, ces dernieres
ne sont autres que les équations de compatibilités du systeme (6.14) d’inconnue g,.

II nous reste a montrer qu’il existe g, tel que les f; ; vérifient la condition de symmétrie
fi,j = fj.i- Celas’écrit,pour 1 <i,j <gq,

88(11’ L. 88(11
L0l N 6] g = 2:9 "
8xn+i = i,kdq j.kd4q

Pour 1 <i < ¢, on obtient

8gq,q 4 88(11
S =) 0lsek = Z K8k~

Wnti (I

Or, comme on I’a vu plus haut, Oiq = Gé ¢ Les équations précédentes sont donc
équivalentes au systéme

—agq’j = —8gq’i 1<i,j<gqg

8xn+,~ an_H- - ’

d 0gq.i

89 _ 8al 6.15)

0Xnti  0Xpyq
Posons
dig =0 1<i,l<gq,
dgi:=cq; 1l <gq.
Sii, j,k <qg,ona
od;j 4 ady i ad;

- ki SR,
0Xp+i 0xnj Xtk

cardj = d; j = di,; = 0. Lorsque k = g, on obtient
3dj,q 3dq,,' 3d,',j _ 3Cq,,' 8Cq,j

8xn+,~ 8xn+j 8xn+q 8xn+j 8xn+,~
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Comme nous 1’avons vu dans la preuve du lemme 5.4, pour résoudre le systeme (6.15)
d’inconnues g, ;, il suffit de vérifier les conditions de compatibilités
acq, j 8cq,,»

= i,j<gq. (6.16)
8x,,+,- 8xn+j

Or, lorsque 1 <i < g, on a, d’une part,
(A}, Al]= Z vl Xl (@apres (6.9)) ;
k=1

et d’autre part

.~ ~ 0
4], Al = [A/., 4 cq,1X2j|
1 1 8xn+q lzzl

)4
dcq k >
= E + E ok ¢ X
P <axn+1 — ll q, k*

Or, d’apres (6.6), yl .= yk q lorsque i, k < g. Puisque qu = 9 .« pour tous les i, k alors
les équations de compatibilité (6.16) sont satisfaites. Par consequent le systeme (6.15)
admet des solutions holomorphes g; ; au voisinage V de I'origine de C”. En prenant
un developpement de Taylor au voisinage de I’origine de C”", on obtient que chaque g4, ;
appartienta O, (K") ® O3. Les fonctions f; sont alors données par les équations (6.14) et
appartiennenta O, (K') ® O3.

Par conséquent, on peut redresser simultanément, par un difféomorphisme ®,, les
champs A; + 37 fuuX), 1 < i < g en d/dx,4;. De plus, puisque chaque A:. +
le:l fi1X; commute aves les S; alors ®, préserve les S;. Enfin, il préserve chaque
coordonnées x,+;, | <i < p. Par conséquent,

p
(D)X = a;S; aveca]; € O,(V)® O},
Jj=1
Ceci démontre la réccurence.
On a donc montré qu’il existe un bon compact K de I’origine de C? et un

difféomorphisme holomorphe W de (CV, 0) fixant I’origine et tangent 4 I’identité en ce
point tel que

ajj € Op(k) ® Of.

U, P = Z <Za,~,,~(x)sj) A

i=1 \j=1 n+i

Il reste a montrer qu’en faisant un changement de variables ad hoc, on peut supprimer la
dépendance en x” des a; ;.
Posons Y; := ZP 1 Gi.j (x)S;. W, P est une structure de Poisson donc [W, P, ¥, P| =

Un calcul simple montre que I’on a
P
aY;
AN ANYi).
(X gnern)

j=1 9*n+j

[U,P, W, P] = 22 -
n+i
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Par conséquent, W, P est une structure de Poisson si et seulement si, pour 1 <i < p,

P p
8Y aa. aa_ s
Za i -AYj = Z (Za l’r'aj,s— ) Z’S.aj,r>Sr/\SS=O.
Jj=1 Yt ] I<r<s<p “j=1 Xn+tj Xn+j

Posons alors, pour 1 < k < p,

P 9
Iy = i .
k Zat,k P

i=1

Les équations précédentes se lisent alors : [I';, (] =0pourl <r,s < p.

Montrons, dans cette situation, qu’il existe un systeme de coordonnées holomorphes
dans lequel les Y; deviennent ‘indépendants’ de x”.

En effet, la famille {T;(0)}; <</ est libre. Or, on a O5 = C[[(x)®1, ..., (x)F]].
Ainsi, on a a;x = b (xR, ..., (xR x") ot b;x(w,x”) est holomorphe dans un
voisinage de I’origine dans C’ x K. Il existe un voisinage de I’origine W dans C’ tel
que, pour tout w € W, la famille {I'x(w, 0)}1<k<; soit libre (par abus de language,
nous avons écrit 'y (x) = T (xR, ..., (x)® x")). 1l existe alors un changement de
variables holomorphes X” = v/ (w, x”") dépendant holomorphiquementde w € W tel que
Yk (w, X”) = Tk (w, 0), pour 1 < k < p. D’autre part, les champs I’y commutent aux
champs Si. Le difféomorphisme i laisse donc invariant chacun des S; (par la méthode
du chemin). Posons alors (X/, X”) = W(x) = (x/, y (xR, ..., ("), x”)). On obtient
alors

P P P
\I/*<ZY,- A 8anﬂ_)(X) = \IJ*<ZS,- /\r,-)

i=1 i=l1

Si AT ((XHR (xR 0)

Il
'M"“'

1

p
d
(Zbi,j((X’)Rl, (X/)Rf,0)5j> A :
i=1 \j=1 O Xn+i

1

Il
M=

Ceci montre ainsi le résultat annoncé.
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