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Résumé. Nous nous intéressons aux structures de Poisson analytiques singulières en
un point et de partie linéaire non-nulle en ce point. En utilisant des travaux récents
de l’auteur sur la normalisation holomorphe de familles commutatives de champs de
vecteurs holomorphes singuliers, nous donnons des résultats de normalisation holomorphe
de certaines structures de Poisson.

Abstract. We are interested in analytic singular Poisson structures with a non-zero linear
part at the singularity. Using recent work by the author about holomorphic normalization
of commutative families of singular vector fields, we obtain results about the normalization
of holomorphic Poisson structures.

1. Introduction
Soit M une variété analytique de dimension N . Une structure de Poisson est la donnée
d’un crochet {., .} qui assigne, à un couple (f, g) de germes de fonctions holomorphes en
un point x de M , un germe {f, g} de fonction holomorphe en x vérifiant les propriétés
suivantes :
• {., .} est bilinéaire et antisymétrique ;
• {f, {g, h}} + {g, {h, f }} + {h, {f, g}} = 0 (identité de Jacobi) ;
• {f, gh} = {f, g}h+ {f, h}g (identité de Leibniz).

Il revient au même de définir un champ de 2-vecteurs que l’on peut écrire, dans un
système de coordonnées locales,

P = 1

2

∑
1≤i,j≤N

Pi,j (x)
∂

∂xi
∧ ∂

∂xj

=
∑

1≤i<j≤N
Pi,j (x)

∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
avec Pi,j = −Pj,i
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et qui vérifie l’identité de Jacobi∑
1≤l≤N

(
Pi,l

∂Pj,k

∂xl
+ Pj,l

∂Pk,i

∂xl
+ Pk,l

∂Pi,j

∂xl

)
= 0

pour 1 ≤ i, j, k ≤ N . On définit alors le crochet de Poisson par

{f, g} := 〈P, df ∧ dg〉 =
∑

1≤i<j≤N
Pi,j (x)

(
∂f

∂xi

∂g

∂xj
− ∂g

∂xi

∂f

∂xj

)
.

On a alors {xi, xj } = Pi,j . Le hamiltonien associé à un germe de fonction f relativement
à P est le germe de champ de vecteurs défini par

Xf =
N∑
i=1

{xi, f } ∂
∂xi

.

Soit g un autre germe de fonction holomorphe. La dérivée de Lie de g le long de Xf ,
Xf (g) est égale à {f, g}.

D’après un résultat de Weinstein [Wei83, CdSW99], on peut trouver un bon système de
coordonnées holomorphes (p1, . . . , pm, q1, . . . , qm, x1, . . . , xr) au voisinage d’un point p
dans lequel on ait pi(p) = 0, qi(p) = 0, xj (p) = 0 et

P =
∑

1≤i≤m

∂

∂pi
∧ ∂

∂qi
+

∑
1≤i<j≤r

Pi,j (x)
∂

∂xi
∧ ∂

∂xj

avec Pi,j (0) = 0 et 2m+ r = N .
L’étude de la classification holomorphe locale d’un crochet de Poisson (c’est-à-dire

les classes d’équivalence par conjugaison par des difféomorphismes locaux holomorphes)
revient donc à celle d’un crochet de Poisson nul en un point. Pour le cas de la dimension
deux, on pourra consulter [Arn89, Appendix 14].

Dans la suite, nous supposerons queM est un voisinage de l’origine dans CN et que P
s’annule en ce point.

Posons

cki,j = ∂Pi,j

∂xk
(0), 1 ≤ i, j, k ≤ N.

La partie linéaire (ou 1-jet en 0) de P définit une structure d’algèbre de Lie sur l’espace
cotangent en 0, g, de la manière suivante :

[xi, xj ] =
N∑
i=1

cki,j xk.

L’identité de Jacobi se montre en prenant le 1-jet, en 0, de l’identité de Jacobi satisfaite
par P .

Lorsque que cette algèbre est semi-simple, Conn [Con84, Con85] a démontré qu’un
tel crochet est holomorphiquement linéarisable. Cela signifie qu’il existe un système de
coordonnées holomorphes, y = φ(x), dans lequel on a

φ∗P(y) =
∑

1≤i<j≤n

( N∑
k=1

cki,j yk

)
∂

∂yi
∧ ∂

∂yj
.
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Récemment, Zung [Zun03] a donné une décomposition de Levi holomorphe d’un
crochet de Poisson singulier, montrant ainsi que ‘la difficulté réside’ dans le radical de
l’algèbre.

La majeure partie des travaux portant sur l’étude locale d’une structure de Poisson
concerne les cas de linéarisation d’une telle structure (par exemple, [DM95, DZ02]).
En particulier, Abbaci [Abb01] a amélioré, dans une certaine situation, certains résultats
de Dufour.

Dans cet article, nous nous proposons non pas de linéariser mais de normaliser
holomorphiquement certaine structures de Poisson dont l’algèbre de Lie associée est un
produit semi-direct C

p � Cn.
Notre travail s’inspire des articles de Dufour [Duf91] et de Dufour–Zhitomirskii

[DZ99].

1.1. Notations. Soit n un entier non-nul. On notera :
• X k

n (respectivement X̂ k
n ) l’espace des germes en 0 ∈ Cn de champs de vecteurs

holomorphes (respectivement formels) d’ordre ≥ k en 0 ;
• Xn,p := ∧pXn l’espace des germes en 0 ∈ Cn de champs de tenseurs contravariants

holomorphes anti-symétriques de type (p, 0) ;
• On (respectivement Ôn) l’anneau des germes en 0 ∈ Cn de fonctions holomorphes

(respectivement formelles) ;
• Mn l’idéal maximal de On ;
• On(U) (respectivement On(K)) l’anneau des fonctions holomorphes sur l’ouvertU

(respectivement au voisinage du compactK) de C
n ;

• si X ∈ X̂ 1
n et k ∈ N∗, J k(X) désigne le polynôme de Taylor à l’ordre k en 0 de X.

Soient Q = (q1, . . . , qn) ∈ Nn et λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Nn. On posera |Q| =
q1 + · · · + qn et (Q, λ) = q1λ1 + · · · + qnλn. Soit k ∈ N, on notera N

n
k , l’ensemble

des multi-indicesQ ∈ Nn tels que |Q| ≥ k.
Soit K un compact de Cp. Un élément f de Op(K) ⊗ On défini une fonction

holomorphe que l’on développera ‘le long’ de K × {0} de la manière suivante :

f =
∑
Q∈Nn

fQ(x
′′)(x ′)Q

où x ′ (respectivement x ′′) désigne les coordonnées dans Cn (respectivement Cp) et fQ ∈
Op(V ), V étant un voisinage de K indépendant de Q.

1.2. Formes normales de champs de vecteurs. Un germe de champ de vecteurs X de
(Cn, 0), nul en ce point mais de partie linéaire L non nulle, sera dit normalisé, ou sous
forme normale, s’il commute avec sa partie linéaire, i.e. [L,X] = 0. On rappelle le
théorème de Poincaré–Dulac [Arn80].

THÉORÈME 1.1. Soient X = S + R un champ de vecteurs formel de (Cn, 0) s’annulant
à l’origine ; S sa partie linéaire supposée semi-simple et R un champ de vecteurs non-
linéaire. Il existe un difféomorphisme formel �̂ de (Cn, 0), tangent à l’identité en 0 tel que
�̂∗X = S +N où N est un champ de vecteurs formel tel que [S,N] = 0.
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On dit alors que �̂∗X(y) := D�(�−1(y))X(�−1(y)) est une forme normale formelle
de X.

Soit X = {X1, . . . , Xp} une famille commutative de champs de vecteurs holomorphes
au voisinage de l’origine dans Cn. On les suppose nuls en ce point et on suppose que
leurs parties linéaires sont diagonales et linéairement indépendantes sur C. On posera
J 1(Xi) = Si . On peut définir une notion de forme normale formelle de la famille {Xi}
relativement à la famille de parties linéaires S = {Si} [Sto00, Proposition 4.2.1].
Nous dirons que le famille X est formellement conjuguée à la famille {Yi}1≤i≤p s’il existe
un difféomorphisme formel �̂ de (Cn, 0) fixant 0 et tangent à l’identité en ce point et tel
que �̂∗Xi = Yi pour 1 ≤ i ≤ p.

Soit g une algèbre de Lie commutative de dimension p sur C. Les familles S et X
définissent des morphismes de Lie de g dans l’algèbre de Lie des germes de champs de
vecteurs holomorphes nuls à l’origine de Cn de la manière suivante : soit {g1, . . . , gp} une
base de g. On pose alorsX(gi) = Xi et S(gi) = Si . Soient λ1, . . . , λn des formes linéaires
complexes sur g tel que le morphisme de Lie S de g dans l’algèbre de Lie des champs de
vecteurs linéaires de C

n défini par S(g) = ∑n
i=1 λi(g)xi(∂/∂xi) soit injectif. Pour tout

Q = (q1, . . . , qn) ∈ Nn et 1 ≤ i ≤ n, on définit le poids αQ,i(S) de S comme étant la
forme linéaire

∑n
j=1 qjλj (g)− λi(g). L’espace de poids associé à un poids α est l’espace

X 1
n,α = {p ∈ X 1

n | ∀g ∈ g, [S(g), p] = α(g)p}.
Définissons les espaces de poids nul

ÔS
n := {f ∈ Ôn | Si(f ) = 0 1 ≤ i ≤ p},

(X̂ 1
n )
S := {X ∈ X̂ 1

n | [Si,X] = 0 1 ≤ i ≤ p},
où Si(f ) désigne la dérivée de Lie de f le long de Si .

Si l’anneau OS
n n’est pas réduit au corps des nombres complexes, on sait [Sto00,

Proposition 5.3.2] qu’il existe un nombre fini de monômes u1 := xR1, . . . , ut := xRt ,
Ri ∈ Nn, tels que ÔS

n = C[[u1, . . . , ut ]]. D’autre part, (X̂ 1
n )
S est un module de type fini

sur ÔS
n .

1.3. Forme normale de crochet de Poisson. Dans l’article de Conn [Con84], la notion
de forme normale de structure de Poisson est esquissée même si elle n’est utilisée que
pour la linéariser. Elle a été ensuite développée par Lychagina [Lyc97] (l’auteur remercie
Dufour d’avoir porté cet article à sa connaissance). La structure de Poisson linéarisée
définit une représentation de l’algèbre de Lie associée g dans chaque espace de polynômes
homogènes sur g. Elle est définie par la dérivée de Lie le long du hamiltonien associé à un
élement de g, c’est-à-dire

ρ(xi)(f ) = Xxi (f ), 1 ≤ i ≤ N.

On définit alors le complexe de Chevalley–Kozsul et ses groupes de cohomologie
Hi(g, Sk(g)) = Zi(g, Sk(g))/Bi(g, Sk(g)) [HS53], Sk(g) étant la k-ième puissance
symétrique de g [Sto00, §4.1]. On a alors le résultat suivant.
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PROPOSITION 1.1. [Con84, Lyc97] Soit P une structure de Poisson nulle en 0 ∈ CN

et de 1-jet non-nul en ce point. Pour tout entier k ≥ 2, soit Vk un supplémentaire de
B2(g, Sk(g)) dans Z2(g, Sk(g)). Il existe alors un difféomorphisme formel �̂ de (CN, 0)
nul en 0 et tangent à l’identité en ce point tel que

�̂∗P − L ∈
⊕
k≥2

Vk,

où L désigne la partie linéaire de P .

Nous dirons alors que �̂∗P est normalisé.
On définit le crochet de Schouten–Nijenhuis [., .] : XN,p × XN,q → XN,p+q−1,

C-bilinéaire, qui est une extension de la dérivée de Lie et qui vérifie :
(1) [P,Q] = (−1)pq [Q,P ] ;
(2) [P,Q ∧ R] = [P,Q] ∧ R + (−1)pq+qQ ∧ [P,R] ; et
(3) (−1)p(r−1)[P, [Q,R]] + (−1)q(p−1)[Q, [R,P ]] + (−1)r(q−1)[R, [P,Q]] = 0.
Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages [Vai94, CdSW99, Sch53] pour de plus amples
renseignements et la bibliographie. On a les propriétés suivantes. Un champ de 2-tenseur
P définit une structure de Poisson si et seulement si il vérifie [P,P ] = 0. De plus, si Xf
est un champ hamiltonien associé à une structure de Poisson P alors [P,Xf ] = 0.

Le morphisme S définit précédement induit, par le crochet de Schouten–Nijenhuis, une
représentation de g dans l’espace des germes de champs de bi-vecteurs holomorphes et
nuls à l’origine grâce à l’identité de ‘Jacobi’ ci-dessus.

LEMME 1.1. (1) Les poids de S dans X 2
n,2 sont de la forme (Q, λ(g))− λi(g)− λj (g),

Q ∈ N
n
2 , 1 ≤ i, j ≤ n.

(2) Soient α et β deux poids de S dans X 1
n . SoientX ∈ X 1

n,α et Y ∈ X 1
n,β . Alors, X ∧ Y

est de poids α + β.

On a[
S(g), xQ

∂

∂xi
∧ ∂

∂xj

]
=

[
S(g), xQ

∂

∂xi

]
∧ ∂

∂xj
+ xQ

∂

∂xi
∧

[
S(g),

∂

∂xj

]

= ((Q, λ(g)) − λi(g)− λj (g))x
Q ∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
.

En effet, on a

[S(g),X ∧ Y ] = [S(g),X] ∧ Y +X ∧ [S(g), Y ]
= (α(g) + β(g))X ∧ Y.

Les espaces de poids sont en somme directes (en fait, ce sont les espaces de poids dans les
espaces de champs de bi-vecteurs homogènes qui sont en somme directe [Bou90]).

2. Cadre de travail et premières réductions
Nous supposerons que l’algèbre de Lie g = Cp � Cn est le produit semi-direct de Cp

par Cn (la suite de morphismes d’algèbres de Lie 0 → Cn → g → Cp → 0 est exacte)
défini par

[xi, xj ] = 0 1 ≤ i, j ≤ n,

[xi, xj ] = 0 n+ 1 ≤ i, j ≤ N,

[xi, xj ] = λj,ixi 1 ≤ i ≤ n < j ≤ N,
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où l’on a posé N = n+ p. On supposera que les champs de vecteurs

Sj :=
n∑
i=1

λj,ixi
∂

∂xi
, 1 ≤ j ≤ p

sont linéairement indépendants sur C. On notera S la famille des Sj et λi =
(λi,1, . . . , λi,n).

Dans la suite, nous ferons les hypothèses suivantes (H) :
(1) un des Sj a des valeurs propres distinctes, i.e. xj ∂/∂xi 
∈ (X̂ 1

n )
S si i 
= j ;

(2) un des Sj n’a pas de valeur propre nulle, i.e. pour 1 ≤ i ≤ n, xi 
∈ ÔS
n ;

(3) un des Sj n’a pas deux valeurs propres de somme nulle, i.e. pour 1 ≤ i, j ≤ n,
xixj 
∈ ÔS

n , ;
(4) un des Sj est tel qu’aucune de ses valeurs propres n’est la somme de deux autres,

i.e. pour 1 ≤ i, j, k ≤ n, xixj ∂/∂xk 
∈ (X̂ 1
n )
S ;

(5) {xi, xj } = 0 pour n+ 1 ≤ i, j ≤ N .
Pour tout 1 ≤ j ≤ p, on notera Xj le hamiltonien asscocié à xn+j . Par hypothèse, on a

Xj =
n∑
i=1

{xi, xn+j } ∂
∂xi

.

On a alors

P =
p∑
k=1

Xk(x) ∧ ∂

∂xn+k
+

∑
1≤i<j≤n

{xi, xj } ∂
∂xi

∧ ∂

∂xj
.

Soit f un germe de fonction et 1 ≤ j, k ≤ p. L’identité de Jacobi

{xn+j , {xn+k, f }} = {xn+k, {xn+j , f }},
montre que les champs Xj commutent deux-à-deux. Les champs Xj peuvent être
considérés comme des germes de champs de Cn dépendant holomorphiquement de p
paramètres x ′′ := (xn+1, . . . , xN). On notera Op = C{xn+1, . . . , xN } (respectivement
On = C{x1, . . . , xn}) l’anneau des germes de fonctions holomorphes de (Cp, 0)
(respectivement (Cn, 0)). On posera x ′ := (x1, . . . , xn) et on notera M l’idéal maximal
de On. Soit f ∈ Op ⊗On, f k(x) est la composante homogène de degré k en x ′ = 0 de f .
On peut alors écrire pour 1 ≤ j ≤ p,

Xj (x) =
n∑
i=1

bj,i (x
′′) ∂
∂xi

+
n∑

i,k=1

bj,i,k(x
′′)xk

∂

∂xi
modOp ⊗ M2.

Par hypothèse, la différentielle de X0
j en 0 est nulle et

X1
j (x

′, 0) = Sj =
n∑

i,k=1

bj,i,k(0)xk
∂

∂xi
.

LEMME 2.1. Quitte à faire un changement de variables holomorphe de (CN, 0)
tangent à l’identité en 0, on peut supposer que Xj(0, x ′′) = 0 et DXj (0, x ′′) =
diag(λj,1(x ′′), . . . , λj,n(x ′′)) pour 1 ≤ j ≤ p.
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Preuve. Par hypothèse, on peut supposer que la matrice (b1,i,k(0))1≤i,k≤n est inversible ;
en appliquant le théorème des fonctions implicites, on obtient un germe d’application
holomorphe g : (Cp, 0) → (Cn, 0) telle que g(0) = 0 et X1(g(x

′′), x ′′) = 0. Le champ
X1 est donc tangent au graphe G de g ; puisque les Xi commutent à X1, ils sont
aussi tangents à G. Les Xj n’ont aucune composante non nulle le long des ∂/∂xn+k ,
1 ≤ k ≤ p ; ils doivent donc être nuls sur G. Faisons le changement de variables
holomorphe (X′,X′′) = (x ′ −g(x ′′), x ′′) fixant l’origine et tangent à l’identité en ce point.
On a alors Xj(0,X′′) = 0 et DXj (0) = (bj,i,k(0))j≤i,k≤n.

Puisque les valeurs propres de l’un des DXi(0) sont distinctes, on peut diagonaliser
DXi(0, x ′′) holomorphiquement sur un voisinage U de 0 dans Cp. Les matrices
DXj (0, x ′′) = (bj,i,k(x

′′))j≤i,k≤n sont alors diagonalisées et leurs coefficients sont
holomorphes dans U . Ce qui donne le résultat. �

LEMME 2.2. Sous les hypothèses précédentes, on a {xi, xj } ∈ Op ⊗ M2 pour 1 ≤ i,
j ≤ n.

Preuve. Posons

P̃ =
∑

1≤i<j≤n
{xi, xj } ∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
.

Pour alléger l’écriture, on posera gi,j = {xi, xj }. Puisque Xi , 1 ≤ i ≤ p, est un
hamiltonien par rapport à P , le crochet de Schouten–Nijenhuis [P,Xi ] est nul. On a donc

[P̃ , Xi ] =
p∑
k=1

∂Xi

∂xn+k
∧Xk(x). (2.1)

Or, on a

[P̃ , Xi ] =
∑

1≤r<s≤n

[
gr,s(x)

∂

∂xr
∧ ∂

∂xs
,Xi

]

=
∑

1≤r<s≤n
Xi(gr,s)

∂

∂xr
∧ ∂

∂xs
− gr,s

[
Xi,

∂

∂xr
∧ ∂

∂xs

]
.

Or, un calcul simple montre que l’on a[
Xi,

∂

∂xr
∧ ∂

∂xs

]
=

n∑
k=1

(
∂Xi,k

∂xr

∂

∂xk
∧ ∂

∂xs
+ ∂Xi,k

∂xs

∂

∂xr
∧ ∂

∂xk

)
.

On obtient alors

[P̃ , Xi] =
∑

1≤r<s≤n

(
Xi(gr,s)− gr,s

(
∂Xi,r

∂xr
+ ∂Xi,s

∂xs

))
∂

∂xr
∧ ∂

∂xs
. (2.2)

D’après le lemme précédent, la restriction à x ′ = 0 du membre de droite de
l’équation (2.1) est nulle. Or, la restriction à x ′ = 0 du membre de droite de l’équation (2.2)
est égale à

−
∑

1≤r<s≤n
g0
r,s(x

′′)(λi,r (x ′′)+ λi,s(x
′′)) ∂
∂xr

∧ ∂

∂xs
.
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Donc, pour 1 ≤ i ≤ p et pour 1 ≤ r < s ≤ n, on a

g0
r,s(x

′′)(λi,r (x ′′)+ λi,s(x
′′)) = 0.

Par hypothèse, pour 1 ≤ r < s ≤ n, il existe un entier 1 ≤ i ≤ p tel que
λi,r (0)+ λi,s (0) 
= 0. Donc, λi,r (x ′′)+ λi,s(x

′′) est non-nul sur un voisinage de l’origine.
Par conséquent, la fonction holomorphe g0

r,s(x
′′) est nulle sur le connexe U .

Le 1-jet en x ′ = 0 du membre de droite de l’équation (2.1) est nul. Celui du membre de
droite de l’equation (2.2) est égal à

∑
1≤r<s≤n

(J 1(Xi)(g
1
r,s)− g1

r,s(λi,r (x
′′)+ λi,s(x

′′))) ∂
∂xr

∧ ∂

∂xs
.

En posant g1
r,s = ∑n

k=1 g
1
r,s,k(x

′′)xk, on obtient pour 1 ≤ r, s, k ≤ n,

g1
r,s,k(x

′′)(λi,k(x ′′)− λi,r (x
′′)− λi,s(x

′′)) = 0.

Par hypothèse, pour chaque triplet (r, s, k), il existe un entier 1 ≤ i ≤ n tel que
λi,k(0)− λi,r (0)− λi,s(0) 
= 0. Les fonctions g1

r,s,k(x
′′) sont donc toutes nulles.

Par conséquent, nous avons montré que pour 1 ≤ i, j ≤ n,

{xi, xj } ∈ Op ⊗ M2. �

LEMME 2.3. Il existe un changement de variables holomorphe (X′,X′′) = �(x) =
(x ′, ψ(x ′′)) de (CN, 0) tel que, pour 1 ≤ i ≤ p, la partie linéaire de �∗Xi en 0 est
égale à Si (les valeurs propres sont indépendantes de x ′′).

Preuve. Prenons le 2-jet de l’égalité (2.1). Le 2-jet de (2.2) est égal à

∑
1≤r<s≤n

(J 1(Xi)(g
2
r,s)− g2

r,s (λi,r (x
′′)+ λi,s(x

′′))) ∂
∂xr

∧ ∂

∂xs
,

c’est-à-dire∑
1≤r<s≤n

( ∑
Q∈Nn,|Q|=2

((Q, λi (x
′′))− λi,r (x

′′)− λi,s (x
′′))g2

r,s,Q(x
′′)(x ′)Q

)
∂

∂xr
∧ ∂

∂xs
,

où l’on a écrit
g2
r,s(x) =

∑
Q∈Nn,|Q|=2

g2
r,s,Q(x

′′)(x ′)Q.

D’autre part, le 2-jet du membre de droite de (2.1) est égal à

p∑
k=1

∂J 1(Xi)

∂xn+k
∧ J 1(Xk)(x) =

∑
1≤r<s≤n

( p∑
k=1

∂λi,r

∂xn+k
λk,s − ∂λi,s

∂xn+k
λk,r

)
xrxs

∂

∂xr
∧ ∂

∂xs
.

En comparant les coefficients de

xrxs
∂

∂xr
∧ ∂

∂xs
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dans les deux expressions, on obtient

p∑
k=1

(
∂λi,r

∂xn+k
λk,s − ∂λi,s

∂xn+k
λk,r

)
= 0, 1 ≤ r < s ≤ n.

En posant 
m := ∑p

i=1 λi,m(x
′′)(∂/∂xn+i ) pour 1 ≤ m ≤ n, les équations précédentes

s’écrivent [
r,
s ] = 0 pour 1 ≤ r, s ≤ n. Or, par hypothèse, la famille {
r(0)}1≤r≤n est
de rang p. On peut supposer que la famille {
r(0)}1≤r≤p est indépendante sur C.

On peut donc redresser simultanément et holomorphiquement la famille {
r(x ′′)}1≤r≤p:
il existe un changement de variables holomorpheX′′ = ψ(x ′′) tel queψ∗
r(X′′) = 
r(0)
pour 1 ≤ r ≤ p. Soit p + 1 ≤ l ≤ n ; pour 1 ≤ r ≤ p, on a

0 = [ψ∗
r,ψ∗
l] =:
[

r(0),

p∑
j=1

µj,l(X
′′) ∂

∂Xj+n

]

=
p∑
j=1


r(0)(µj,l(X
′′))

∂

∂Xj+n
,

où les µj,l sont des germes de fonctions holomorphes dans (Cp, 0). De par l’indépendance
des p premiers 
r(0), l’équation précédente se ramène à ∂µj,l/∂Xk+n = 0 pour
1 ≤ k ≤ p. Donc, ψ∗
l(X′′) = 
l(0). �

3. Résultats principaux
Soit {., .} un crochet de Poisson holomorphe de (CN, 0), nul en 0 et vérifiant les hypothèses
(H) définie dans §2. D’après les résultats précédents, quitte à faire un changement de
coordonnées holomorphe, on peut supposer que

P =
p∑
k=1

Xk(x) ∧ ∂

∂xn+k
+

∑
1≤i<j≤n

{xi, xj } ∂
∂xi

∧ ∂

∂xj
,

vérifie les propriétés suivantes, U étant un voisinage borné de l’origine dans Cp.
• Pour 1 ≤ k ≤ p, Xk est un champ de vecteurs holomorphe de Cn dépendant

holomorphiquement des p paramètres x ′′, i.e. Xk ∈ Op(Ū)⊗ X 1
n .

• Les Xk commutent deux à deux, i.e. [Xi,Xj ] = 0 pour 1 ≤ i, j ≤ p.
• Pour 1 ≤ k ≤ p, Xk ≡ Sk modOp(Ū)⊗ X 2

n .
• Pour 1 ≤ i, j ≤ n, {xi, xj } ∈ Op(Ū)⊗ M2.
La partie linéaire de P à l’origine est alors

L :=
p∑
k=1

Sk(x
′) ∧ ∂

∂xn+k
.

On rappelle que l’on a posé, pour 1 ≤ i ≤ n,


i =
p∑
j=1

λj,i
∂

∂xn+j
.

Puisque la famille S est de rang p, on peut supposer que la famille {
i}1≤i≤p est libre
sur C, ce que nous ferons dans la suite.
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Pour k ∈ N∗, on pose

ωk(S) = inf
{

max
i

|(Q, λi)− λi,j | 
= 0,Q ∈ N
n, 2 ≤ |Q| ≤ 2k, 1 ≤ j ≤ n

}
.

Nous dirons que la famille S est diophantienne si la condition arithmétique

ω(S) : −
∑
k≥1

logωk(S)

2k
< +∞.

est satisfaite.

Remarque 3.1. Lorsque la famille S ne contient qu’un seul élément, la condition ω(S)
n’est autre que la condition de Bruno [Bru72] (qui est plus faible que celle de Siegel
[Arn80, p. 182]).

Définition 3.1. Un ensemble compact K sera dit bon s’il est de Stein et si, pour tout
ensemble analytique V d’un voisinage deK , V ∩K n’a qu’un nombre fini de composantes
connexes. Un ensemble compact K sera dit compact de 0 s’il contient un voisinage de 0.
Un polydisque fermé est un bon compact de son centre.

Remarque 3.2. Dans la pratique, nous pourrions ne considérer, comme bon compact,
que le cas d’un point ou d’un polydisque fermé centré en ce point. La propriété
essentielle que nous utiliserons est la noetherianité de l’anneau des fonctions holomorphes
au voisinage d’un bon compact [Fri67, Siu69]. Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages
[Hör90, Mal84] pour les notions sur les espaces de Stein.

THÉORÈME 3.1. Supposons queK := Ū soit un bon compact de 0 ∈ Cp. Supposons que
la famille S = {Si}1≤i≤p des parties linéaires soit diophantienne. Supposons que
la famille commutative {Xi}1≤i≤p admette un forme normale formelle de la forme{∑p

j=1 âi,j Sj
}

1≤i≤p où les âi,j appartiennent à l’anneau Op(K) ⊗ ÔS
n . Alors, il existe

un difféomorphisme holomorphe� de (CN, 0) dans lui-même, fixant l’origine et tangent à
l’identité en ce point tel que

�∗P =
p∑
k=1

( p∑
l=1

ãk,l(x)Sl

)
∧ ∂

∂xn+k
+

∑
p+1≤i<j≤n

ci,j xixj
∂

∂xi
∧ ∂

∂xj

+
∑

1≤i<j≤n




∑
Q∈Nn2,

Q 
=Ei+Ej
∀r (Q,λr)=λr,i+λr,j

gi,j,Q(x
′′)(x ′)Q




∂

∂xi
∧ ∂

∂xj

où les ãr,s appartiennent à Op(K
′) ⊗ OS

n , les gi,j,Q appartiennent à Op(V
′),

K ′ (respectivement V ′) étant un bon compact de 0 dans C
p (respectivement voisinage

de K ′), et les ci,j sont des nombres complexes.

Les corollaires suivants sont des applications immédiates du théorème.
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Définition 3.2. Nous dirons que la partie linéaire L de P est non-résonnante si, pour tout
n-uplet d’entiers (q1, . . . , qn) tel que qi ≥ −1, deux au plus pouvant être simultanément
égaux à −1, il existe un entier 1 ≤ j ≤ p tel que

q1λj,1 + · · · + qnλj,n 
= 0.

On appellera relation de résonnance de L, une égalité de la forme

q1λj,1 + · · · + qnλj,n = λj,r + λj,s , ∀1 ≤ j ≤ n,

où Q = (q1, . . . , qn) ∈ Nn. La famille S est non-résonnante lorsque (X̂ 2
n )
S = {0}.

Remarque 3.3. Si L est non-résonnante alors la famille S est non-résonnante.

COROLLAIRE 3.1. Supposons que la famille S = {Si}1≤i≤p des parties linéaires soit
diophantienne et que L soit non-résonnante. Alors alors il existe un difféomorphisme
holomorphe � de (CN, 0) dans lui-même, fixant l’origine et tangent à l’identité en ce
point tel que

�∗P =
p∑
r=1

Sr ∧ ∂

∂xn+r
+

∑
p+1≤i<j≤n

ci,j xixj
∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
,

où les ci,j sont des constantes.

Ce dernier corollaire, dans le cas p = 1, est du à Dufour et Zhitomirskii
[DZ99, Theorem 6.1]. En particulier, si n ≤ p + 1, la structure de Poisson est linéarisable
(sans condition de rang).
THÉORÈME 3.2. Sous les hypothèses du théorème précédent, supposons de plus, que le
rang de P soit egal à 2p avec n > p+1. Alors il existe un difféomorphisme holomorphe�
de (CN, 0) dans lui-même, fixant l’origine et tangent à l’identité en ce point tel que

�∗P =
p∑
k=1

( p∑
l=1

bk,l(x
R1, . . . , xRt )Sl

)
∧ ∂

∂xn+k
,

où les bk,l appartiennent à OS
n .

Remarque 3.4. Le résultat précédent admet l’interprétation géométrique suivante.
On supposera que l’anneau des invariants ÔS

n n’est pas réduit aux constantes. Soit π :
(Cn, 0) → (Ct , 0) l’application définie par π(x) = (xR1, . . . , xRt ) avec ÔS

n =
C[[xR1, . . . , xRt ]] (voir §1.2). Il existe alors un voisinage U de l’origine dans Cn tel que,
pour tout b ∈ π(U), la structure de Poisson P induit, sur la variété torique ‘généralisée’
(π−1(b) ∩ U)× Cp, la structure de Poisson linéaire

p∑
r=1

( p∑
s=1

br,s(b)Ss

)
∧ ∂

∂xn+r

∣∣∣∣
(π−1(b)∩U)×Cp

.

En effet, par définition, les champs Sk sont tangents aux fibres (π−1(b) ∩ U).
COROLLAIRE 3.2. Soit P une structure de Poisson vérifiant les hypothèses (H) et de rang
egal à 2p, n > p+1. On suppose que la famille des hamiltoniens associés aux variables x ′′
est formellement linéarisable et que la famille de leurs parties linéaires à l’origine est
diophantienne. Alors la structure de Poisson P est holomorphiquement linéarisable.
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Ce résultat est du à Dufour [Duf91], dans le cadre C∞, lorsque la famille S est
hyperbolique et non-résonnante.

Remarque 3.5. Tous ces résultats sont vrais dans la catégorie analytique réelle.

4. Forme normale de famille commutative de champs de vecteurs
L’objet de cette section est de rappeler un des résultats de l’auteur [Sto00] que nous
utiliserons dans cet article. Soit {X1, . . . , Xp} une famille commutative de champs de
vecteurs holomorphes au voisinage de l’origine dans Cn. On les suppose nuls en ce point
et on suppose que leur partie linéaire sont diagonales et indépendantes sur C. On posera
J 1(Xi) = Si := ∑n

j=1 λi,j xj ∂/∂xj , λ
i = (λi,1, . . . , λi,n) et S désignera la famille des Si .

On a alors le résultat suivant.

THÉORÈME 4.1. [Sto00] Supposons que la famille des parties linéaires {Si}1≤i≤p
soit diophantienne. Supposons que la famille commutative {Xi}1≤i≤p admette un
forme normale formelle de la forme

{∑p

j=1 âi,j Sj
}

1≤i≤p où les âi,j appartiennent à

l’anneau ÔS
n . Alors il existe un germe de difféomorphisme holomorphe� de (Cn, 0) dans

lui-même, tangent à l’identité en 0, tel que, pour 1 ≤ i ≤ p,

�∗Xi =
p∑
j=1

ai,j Sj ,

où les ai,j ∈ ÔS
n ∩ On.

Dans ce qui suit, nous aurons besoin de la ‘version à paramètres’ suivante.

THÉORÈME 4.2. Soit K un bon compact de 0 ∈ Ck . On notera x ′′ les coordonnées
de C

k . Soit {Xi}1≤i≤p une famille commutative d’éléments de Ok(K) ⊗ X 1
n . Soit Si la

partie linéaire de Xi en 0 ∈ C
n, que l’on suppose indépendante de x ′′. Supposons que la

famille {Si}1≤i≤p soit diophantienne. Supposons, en outre, que la famille commutative
{Xi}1≤i≤p admette une forme normale formelle de la forme

{∑p

j=1 âi,j Sj
}

1≤i≤p
où les âi,j appartiennent à l’anneau Ok(K)⊗ ÔS

n . Alors il existe un germe de
difféomorphisme holomorphe � de (Cn, 0) dans lui-même, tangent à l’identité en 0,
dépendant holomorphiquement de x ′′ dans K et tel que, pour 1 ≤ i ≤ p,

�∗Xi =
p∑
j=1

ai,j Sj ,

où les ai,j ∈ Ok(K)⊗ (ÔS
n ∩ On).

En effet, supposons que �̂ conjugueXj à Yj , pour 1 ≤ j ≤ p, avec

�̂(x, x ′′) =
(
xi +

∑
Q∈Nn,|Q|≥2

φi,Q(x
′′)xQ

)
1≤i≤n

,

Xj = Sj +
n∑
i=1

( ∑
Q∈Nn,|Q|≥2

Xj,i,Q(x
′′)xQ

)
∂

∂xi
,
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et

Yj = Sj +
n∑
i=1

( ∑
Q∈Nn,|Q|≥2

Yj,i,Q(x
′′)xQ

)
∂

∂xi
.

Les équations que doivent satisfaire ces coefficients sont de la forme

((Q,µj )− µj,i )φi,Q(x
′′)+ Yj,i,Q(x

′′) = Xj,i,Q(x
′′)+ Pj,i,Q(x

′′),

où Pj,i,Q est un polynôme en les φi,Q′(x ′′), Yj,i,Q′ (x ′′), Xj,i,Q′(x ′′), |Q′| < |Q|.
La définition de φi,Q(x ′′) et de Yj,i,Q(x ′′) se fait par réccurence comme suit : si pour
un j , on a (Q,µj ) 
= µj,i alors on pose Yj,i,Q(x ′′) = 0 et φi,Q(x ′′) est déterminé par la
j -ième équation. Sinon, on pose φi,Q(x ′′) = 0 et Yj,i,Q(x ′′) est déterminé par le second
membre. Par conséquent, on montre par récurrence que si lesXj,i,Q(x ′′) sont holomorphes
sur un même voisinage V de K , il en est de même des φi,Q(x ′′) et des Yj,i,Q(x ′′).

5. Preuve du théorème 3.1
Utilisons le théorème 4.2, pour normaliser la famille commutative de champs de vecteurs
{Xi}1≤i≤p. Dans ces nouvelles coordonnées, développons l’identité de Jacobi, pour
1 ≤ i, j ≤ n et 1 ≤ m ≤ p,

{xn+m, {xi, xj }} = −{xi, {xj , xn+m}} + {xj , {xi, xn+m}}. (5.1)

Tout d’abord, on a

{xn+m, {xi, xj }} =
N∑
k=1

{xk, xn+m}∂{xi, xj }
∂xk

=
n∑
k=1

{xk, xn+m}∂{xi, xj }
∂xk

= Xm({xi, xj }).

On a donc

{xn+m, {xi, xj }} =
p∑
k=1

am,k(x)Sk({xi, xj }). (5.2)

D’autre part, par définition, on a {xj , xn+m} = Xm,j . On a alors

{xi, {xj , xn+m}} =
N∑
k=1

{xk, xi}∂Xm,j
∂xk

=
n∑
k=1

{xk, xi}∂Xm,j
∂xk

+
p∑
k=1

{xn+k, xi}∂Xm,j
∂xn+k

=
n∑
k=1

{xk, xi}∂Xm,j
∂xk

−
p∑
k=1

Xk,i
∂Xm,j

∂xn+k
.

Or,

n∑
k=1

{xk, xi}∂Xm,j
∂xk

= {xi, xj }
( p∑
k=1

am,rλr,j

)
+ xj

n∑
k=1

{xk, xi}∂
∑p

r=1 am,rλr,j

∂xk
. (5.3)
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Considérons alors l’opérateurOp(K)⊗ On-linéaire,

N : Mn(Op(K)⊗ On) → Mn(Op(K)⊗ On)⊗ (Op(K)⊗ On)
n

défini par

N((fi,j )1≤i,j≤n) = (Ni,j (f ))1≤i,j≤n

=
(( p∑

r=1

n∑
k=1

(xifk,j λr,i − xjfk,iλr,j )
∂am,r

∂xk

)
1≤m≤n

)
1≤i,j≤n

.

On posera

Ni,j,m(f ) :=
p∑
r=1

n∑
k=1

(xifk,j λr,i − xjfk,iλr,j )
∂am,r

∂xk
. (5.4)

Soit

Mi,j,m :=
p∑
l=1

Xl,i
∂Xm,j

∂xn+l
−

p∑
l=1

Xl,j
∂Xm,i

∂xn+l

= xixj

p∑
l=1

[( p∑
k=1

al,kλk,i

)(
∂

∑p

k=1 am,kλk,j

∂xl+m

)

−
( p∑
k=1

al,kλk,j

)(
∂

∑p

k=1 am,kλk,i

∂xn+l

)]
.

LEMME 5.1. Pour 1 ≤ i, j ≤ n et 1 ≤ m ≤ p :
• Mi,j,m appartient à l’idéal engendré par xixj dans Op(K)⊗ OS

n ;
• sous les hypothèses (H), Mi,j,m est d’ordre supérieur ou égal à cinq ;
• si chaque fi,j est de la forme ∑

Q∈Nn2,∀r (Q,λr)=λr,i+λr,j

fi,j,Q(x
′′)(x ′)Q

avec fi,j,Q ∈ Op(V ), V étant un voisinage deK ; il en est de même pourNi,j,m(f ).

Preuve. Le premier point est clair car les fonctions ai,j appartiennent à Op(K) ⊗ OS
n ;

leurs dérivées par rapport aux variables x ′′ aussi. Les fonctions ai,j sont de la forme∑
P∈Nn2,∀r (P ,λr)=0

ai,j,P (x
′′)(x ′)P .

D’après les hypothèses (H), les monômes ‘résonnants’ qui engendrent OS
n sont de degré

supérieur ou égal à trois. Par conséquent, la fonction xifk,j ∂am,r/∂xk est de la forme∑
Q∈Nn2,∀r (Q,λr)=λr,k+λr,j ,
(P ,λr)=0

gi,j,Q(x
′′)(x ′)Q+Ei+P−Ek ,
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c’est-à-dire de la forme ∑
R∈Nn3,∀r (R,λr)=λr,i+λr,j

g̃i,j,R(x
′′)(x ′)R.

En fait, on a même,

xifk,j
∂am,r

∂xk
= xi

∑
R∈Nn2,∀r (T ,λr)=λr,j

g̃i,j,T (x
′′)(x ′)T . �

L’équation de Jacobi (5.1) s’écrit, pour 1 ≤ m ≤ p,

Xm({xi, xj })− {xi, xj }
( p∑
r=1

am,r (λr,j + λr,i)

)
= Mi,j,m +Ni,j,m(({xr, xs})1≤r,s≤n).

Soit A = (ak,l)1≤k,l≤p ; par hypothèse, A(0, x ′′) = Id et ak,l ∈ Op(K)⊗ OS
n . La matrice

A est donc inversible au voisinage de {0} × K dans Cn × Cp et les coefficients de A−1

appartiennent à Op(K) ⊗ OS
n . Puisque l’on a Xm = ∑p

k=1 am,kSk , les p équations
précédentes peuvent s’écrire sous la forme matricielle :


S1({xi, xj })

...

Sp({xi, xj })


 − {xi, xj }



λ1,i + λ1,j

...

λp,i + λp,j


 = Ñi,j (({xr, xs})1≤r,s≤n)+ M̃i,j , (5.5)

où l’on a posé Ñi,j = A−1Ni,j et M̃i,j = A−1Mi,j . Les composantes de M̃i,j

appartiennent à l’idéal engendré par xixj dans Op(K) ⊗ OS
n . Si chancun des fi,j vérifie

les hypothèses du lemme précédent, la conclusion reste valide pour les Ñi,j (f ).

LEMME 5.2. Pour 1 ≤ i, j ≤ n, on a

{xi, xj } =
∑
Q∈Nn2,∀r (Q,λr)=λr,i+λr,j

gi,j,Q(x
′′)(x ′)Q,

où les gi,j,Q appartiennent à Op(V ), V étant un voisinage de K . De plus, si l’on suppose
que, pour 1 ≤ i, j ≤ n, les solutionsQ ∈ N2, 2 ≤ |Q|, des équations (Q, λr ) = λr,i+λr,j
pour 1 ≤ r ≤ p sont de la forme Q = R + Ei + Ej , R ∈ N

n
2 alors

{xi, xj } = xixj
∑
Q∈Nn2,∀r (Q,λr)=0

gi,j,Q(x
′′)(x ′)Q.

C’est-à-dire que {xi, xj } appartient à l’idéal de Op(K)⊗ OS
n engendré par xixj .

Preuve. Posons
{xi, xj } =

∑
Q∈Nn2

gi,j,Q(x
′′)(x ′)Q.

On rappelle, d’après le lemme 2.2, que {xi, xj } est d’ordre supérieur ou égal à deux en
(0, x ′′). On a alors, pour 1 ≤ k ≤ p,

Sk({xi, xj })−{xi, xj }(λk,i + λk,j ) =
∑

Q∈Nn,|Q|≥2

((Q, λk)−(λk,i + λk,j ))gi,j,Q(x
′′)(x ′)Q.
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D’autre part, on a, pour tout entier d ≥ 1,

J d(Ñi,j,m(f )) = J d(Ñi,j,m(J
d−1(f ))),

où J d−1(f ) désigne la matrice dont les composantes sont les J d−1(fi,j ) (les jets sont bien
entendu en (0, x ′′) en les variables x ′). En utilisant la définition (5.4) de Ni,j,m, il est clair
que si f est d’ordre supérieur ou égal à d alors Ni,j,m(f ) est d’ordre supérieur ou égal à
d + 1 (en fait, sous les hypothèses (H), l’ordre de Ni,j,m(f ) est supérieur ou égal à d + 5).
La multiplication par la matrice A−1 ne change rien quant à l’ordre. D’autre part, pour
les mêmes raisons, Mi,j,m est d’ordre supérieur ou égal à cinq. Il en est de même pour
M̃i,j,m.

Montrons alors le résultat par récurrence sur la longueur du multi-indice |Q| ≥ 2.
Pour |Q| = 2, l’analyse faite précédement montre que la composante de (x ′)Q du second
membre de l’identité de Jacobi (5.5) est nulle. Lorsqu’il existe 1 ≤ r ≤ p tel que
(Q, λr ) 
= λr,i + λr,j alors gi,j,Q ≡ 0. L’assertion est donc vraie. Supposons la vraie
jusqu’à l’ordre d . D’après ce qui précède, le coefficient de (x ′)Q, |Q| = d + 1, du
second membre de l’identité de Jacobi (5.5) est la somme de celui de M̃i,j et de celui
de Ñi,j,m(J d−1(({xr, xs})1≤r,s≤n)). D’après le lemme précédent, s’il existe 1 ≤ r ≤ p tel
que (Q, λr ) 
= λr,i+λr,j , alors ce coefficient est nul. On a alors ((Q, λr )−λr,i−λr,j )gi,j,Q
≡ 0 ; c’est-à-dire gi,j,Q ≡ 0. Ce qui achève la récurrence.

En ce qui concerne le deuxième point, il suffit de remarquer que si toute solution de
(Q, λr ) = λr,i +λr,j , pour 1 ≤ r ≤ p, est de la formeQ = R+Ei+Ej alors (R, λr ) = 0
pour 1 ≤ r ≤ p. �

Nous avons donc montré que, dans un bon système de coordonnées holomorphes, on
peut écrire

P =
p∑
r=1

( p∑
s=1

ar,s(x)Ss

)
∧ ∂

∂xn+r

+
∑

1≤i<j≤n




∑
Q∈Nn2,∀r (Q,λr)=λr,i+λr,j

gi,j,Q(x
′′)(x ′)Q


 ∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
,

où ar,s ∈ Op(K)⊗ OS
n et gi,j,Q ∈ Op(V ), V étant un voisinage de K .

Soient β1(x
′′), . . . , βn(x ′′) des fonctions holomorphes au voisinage de K telles que

βi(0) = 1.
Posons alors xi = βi(y

′′)yi , i = 1, . . . , n, et xn+k = yn+k pour k = 1, . . . , p.
On notera x = �(y) cette transformation tangente à l’identité en 0. Dans ces nouvelles
coordonnées, le crochet de Poisson {., .}′ est défini par

{f ′, g′}′(y) = {f ′ ◦�−1, g′ ◦�−1} ◦�(y).
En particulier, on a, pour 1 ≤ i, j ≤ n,

{yj , yi}′ =
{

xj

βj (x ′′)
,

xi

βi(x ′′)

}
◦�(y)

=
(

1

βj (x ′′)

{
xj ,

xi

βi(x ′′)

}
+ xj

{
1

βj (x ′′)
,

xi

βi(x ′′)

})
◦�(y)
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=
(

1

βj (x ′′)

(
1

βi(x ′′)
{xj , xi} + xi

{
xj ,

1

βi(x ′′)

})

+ xj

βi(x ′′)

{
1

βj (x ′′)
, xi

}
+ xixj

{
1

βj (x ′′)
,

1

βi(x ′′)

})
◦�(y)

=
( {xj , xi}
βi(x ′′)βj (x ′′)

+ xi

βj (x ′′)

{
xj ,

1

βi(x ′′)

}
− xj

βi(x ′′)

{
xi,

1

βj (x ′′)

})
◦�(y)

grâce à l’identité de Leibnitz et au fait que {xn+k, xn+l} = 0 pour 1 ≤ k, l ≤ p.
Par définition, on a {

xi,
1

βj (x ′′)

}
= −1

β2
i (x

′′)

p∑
k=1

{xn+k, xi} ∂βj

∂xn+k

= 1

β2
j (x

′′)

p∑
k=1

Xk,i
∂βj

∂xn+k

= xi

i(βj )

β2
j (x

′′)
modOp(K)⊗ M2

n.

Par conséquent, le coefficient de yiyj dans {yj , yi}′ est égal à

gj,i,Ei+Ej (x ′′)+ 
j(βi)

βi(x ′′)
− 
i(βj )

βj (x ′′)
.

En posant, βi(x ′′) = expγi , ce coefficient s’écrit

gj,i,Ei+Ej (x ′′)+
j (γi)−
i(γj ). (5.6)

LEMME 5.3. Pour 1 ≤ i, j, k ≤ n, on a


j (gk,i,Ek+Ei )−
i(gk,j,Ek+Ej )+
k(gj,i,Ej+Ei ) = 0.

Preuve. Considérons l’identité de Jacobi

{xk, {xi, xj }} + {xi, {xj , xk}} + {xj , {xk, xi}} = 0.

On a

{xk, {xi, xj }} =
N∑
m=1

{xm, xk}∂{xi, xj }
∂xm

=
n∑

m=1

{xm, xk}∂{xi, xj }
∂xm

−
p∑
l=1

Xl,k
∂{xi, xj }
∂xn+l

.

On a, pour 1 ≤ m ≤ n,

{xm, xk}∂{xi, xj }
∂xm

=


 ∑

P∈Nn2
(P ,λ)=λk+λm

gm,k,P (x
′)P







∑
Q∈Nn2,

(Q,λ)=λi+λj

qmgi,j,Q(x
′)Q−Em


 ,
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où, afin d’alléger l’écriture, (Q, λ) = λi + λj signifie dans les sommes : pour tout
1 ≤ t ≤ p, (Q, λt ) = λt,i + λt,j . On a aussi, pour 1 ≤ l ≤ p,

Xl,k
∂{xi, xj }
∂xn+l

= xk

( p∑
s=1

al,sλs,k

) 


∑
P∈Nn2

(P ,λ)=λi+λj

∂gi,j,P

∂xl+n
(x ′)P


 .

Prenons le jet d’ordre 3 en 0 ∈ Cn(i.e. en x′) de ces expressions. Il vient

J 3
(

{xm, xk}∂{xi, xj }
∂xm

)
=

( ∑
λr+λs=λk+λm

gm,k,Er+Es xrxs
)( ∑

λr+λm=λi+λj
gi,j,Er+Emxr

)

et

J 3
(
Xl,k

∂{xi, xj }
∂xn+l

)
= λl,kxk

( ∑
λr+λs=λi+λj

∂gi,j,Er+Es
∂xl+n

xrxs

)
.

Le coefficient de xkxixj dans

n∑
m=1

J 3
(

{xm, xk}∂{xi, xj }
∂xm

)

est
gi,j,Ei+Ej (gj,k,Ek+Ej + gi,k,Ek+Ei ).

Celui de
p∑
l=1

J 3
(
Xl,k

∂{xi, xj }
∂xn+l

)

est
p∑
l=1

λl,k
∂gi,j,Ei+Ej
∂xl+n

= 
k(gi,j,Ei+Ej ).

On trouve alors que l’on a


j(gk,i,Ek+Ei )−
i(gk,j,Ek+Ej )+
k(gj,i,Ej+Ei )
= gk,i,Ek+Ei (gi,j,Ej+Ei + gk,j,Ek+Ej )− gk,j,Ek+Ej (gj,i,Ej+Ei + gk,i,Ek+Ei )

+ gi,j,Ej+Ei (gi,k,Ek+Ei + gj,k,Ek+Ej )
= 0. (5.7)

�

LEMME 5.4. Il existe des fonctions γ1, . . . , γn holomorphes au voisinage deK dans Cp et
nulles à l’origine telles que si l’on pose xi = exp γi(y ′′)yi , 1 ≤ i ≤ n, alors le coefficient
de yiyj dans {yi, yj }′ est constant ; il est même nul si i ou j est inférieur ou égal à p.

Preuve. Rappelons que, pour 1 ≤ i ≤ n,


i =
p∑
k=1

λk,i
∂

∂xn+k
.
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Par hypothèse, on peut supposer que 
1, . . . ,
p sont linéairement indépendants sur C.
Quitte à faire un changement linéaire de coordonnées y ′′ = Bx ′′, on peut supposer que,
pour 1 ≤ k ≤ p,


k = ∂

∂xn+k
.

On noteraK ′ := BK le bon compact de 0. Dans ces nouvelles coordonnées, on a

P =
p∑
r=1

Yr(x
′, y ′′) ∧ ∂

∂yn+r
+

∑
1≤i<j≤n




∑
Q∈Nn2,∀r (Q,λr)=λr,i+λr,j

g̃i,j,Q(y
′′)(x ′)Q


 ∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
,

où g̃i,j,Q(y ′′) := gi,j,Q(B
−1y ′′) ∈ Op(V

′), V ′ = BV , V voisinageK et

Y1(x

′, y ′′)
...

Yp(x
′, y ′′)


 = tB−1



X1(x

′, B−1y ′′)
...

Yp(x
′, B−1y ′′)


 .

Posons

γ1,i(y
′′) =

∫ yn+1

0
g̃1,i,E1+Ei (t, yn+2, . . . , yN) dt 1 ≤ i ≤ n,

xi = exp(γ1,i(y
′′))yi 1 ≤ i ≤ n.

On a γ1,i(0) = 0 et γ1,1 ≡ 0. Les γ1,i sont holomorphes sur (Cn, 0) × V ′. Si i et j sont
distincts de 1 et inférieurs à p , on a


j(γ1,i)−
i(γ1,j )

=
∫ yn+1

0

(
∂g̃1,i,E1+Ei (t, yn+2, . . . , yN)

∂xn+j
− ∂g̃1,j,E1+Ej (t, yn+2, . . . , yN)

∂xn+i

)
dt

=
∫ yn+1

0

∂g̃i,j,Ei+Ej (t, yn+2, . . . , yN)

∂t
dt (grâce à (5.7))

= g̃i,j,Ei+Ej (yn+1, yn+2, . . . , yN)− g̃i,j,Ei+Ej (0, yn+2, . . . , yN).

D’après (5.6), le coefficient de yiyj dans {yi, yj }′ est

g̃
(2)
i,j,Ei+Ej (yn+2, . . . , yN) := g̃i,j,Ei+Ej (0, yn+2, . . . , yN) 2 ≤ i, j ≤ p.

De plus, si 1 ≤ j ≤ n, on a

g̃1,j,E1+Ej (yn+1, yn+2, . . . , yN)−
1(γ1,j ) = 0.

Donc, d’après (5.6), le coefficient g̃(2)1,j,E1+Ej (yn+2, . . . , yN) de y1yj dans {y1, yj }′ est nul
pour 1 ≤ j ≤ n. Puisque l’on transforme un crochet de Poisson en un autre, alors les
nouveaux coefficients vérifient encore l’équation de cocycle (5.7) (les 
i sont invariants
par le changement de coordonnées). En y posant k = 1, il vient


1(g̃
(2)
i,j,Ei+Ej ) = 0 1 ≤ i, j ≤ n.
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On montre par récurrence sur l’entier 1 ≤ d ≤ p qu’il existe des fonctions γd,i ,
1 ≤ i ≤ n, holomorphes sur (Cn, 0)× V ′ et nulles en 0 telles qu’en posant

xi = exp(γd,i(y ′′))yi 1 ≤ i ≤ n,

les coefficients g(d+1)
i,j,Ei+Ej de yiyj dans {yi, yj }′ vérifient

(1) g
(d+1)
i,j,Ei+Ej ≡ 0 pour 1 ≤ i ≤ d , 1 ≤ j ≤ n,

(2) les g(d+1)
i,j,Ei+Ej , 1 ≤ i, j ≤ p, ne dépendent que de xn+d+1, . . . , xn+p , et

(3) 
k(g
(d+1)
i,j,Ei+Ej ) ≡ 0 pour 1 ≤ k ≤ d et 1 ≤ i, j ≤ n.

D’après ce qui précède, cela est vrai pour d = 1. Supposons que cela soit vrai pour tout
d ≤ k < p. Posons alors

γk,i(y
′′) =

∫ yn+k

0
g̃
(k)
k,i,Ek+Ei (t, yn+k+1, . . . , yN) dt 1 ≤ i ≤ n,

xi = exp(γk,i(y
′′))yi 1 ≤ i ≤ n.

Comme plus haut, on a, pour 1 ≤ i, j ≤ p distincts de k,


j(γk,i)−
i(γk,j ) = g
(k)
i,j,Ei+Ej (yn+k, . . . , yN)− g

(k)
i,j,Ei+Ej (0, yn+k+1, . . . , yN).

Le coefficient g(k+1)
i,j,Ei+Ej de yiyj dans {yi, yj }′, pour 1 ≤ i, j ≤ p distincts de k, est donc

g
(k+1)
i,j,Ei+Ej := g

(k)
i,j,Ei+Ej (0, yn+k+1, . . . , yN).

En particulier, pour 1 ≤ i < k et 1 ≤ j ≤ p,

g
(k+1)
i,j,Ei+Ej ≡ 0

et
g
(k+1)
i,j,Ei+Ej = g

(k)
i,j,Ei+Ej +
i(γk,j )−
j(γk,i),

pour 1 ≤ i ≤ k et 1 ≤ j ≤ n. Pour i = k, on obtient

g
(k+1)
k,j,Ek+Ej = g

(k)
k,j,Ek+Ej −
k(γk,j ) ≡ 0.

Or, les γk,j ne dépendent que de xn+k, . . . , xn+p. Donc, 
i(γk,j ) = ∂γk,j /∂xn+i = 0
pour 1 ≤ i ≤ k − 1. De plus, d’après les propriétés du crochet de Poisson, on a
g̃
(k)
k,i,Ek+Ei = −g̃(k)i,k,Ek+Ei . Par hypothèse de récurrence, g̃(k)i,k,Ek+Ei est nul pour i < k ;

il en est donc de même pour γk,i . Par conséquent, pour 1 ≤ i ≤ k et 1 ≤ j ≤ n, on a

g
(k+1)
i,j,Ei+Ej = g

(k)
i,j,Ei+Ej ≡ 0.

En utilisant la relation de cocycle (5.7) dans les nouvelles coordonnées, on obtient alors


d(g̃
(k+1)
i,j,Ei+Ej ) = 0 1 ≤ i, j ≤ n,

pour 1 ≤ d ≤ k. Ce qui démontre la récurrence.
Ainsi, pour 1 ≤ k ≤ p et 1 ≤ i, j ≤ n, on a

g̃
(p+1)
k,j,Ek+Ej ≡ 0
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et

k(g̃

(p+1)
i,j,Ei+Ej ) = 0.

Puisque les fonctions g̃(p+1)
i,j,Ei+Ej ne dépendent que des variables xn+1, . . . , xn+p, alors,

pour 1 ≤ i, j ≤ n, g̃(p+1)
i,j,Ei+Ej est constant. Dans ces nouvelles coordonnées, le champ Yk

est transformé en

Ỹk(y
′, y ′′) =

n∑
i=1

Ỹk,i(y
′, y ′′) ∂

∂xi

=
n∑
i=1

exp(γi(y ′′))Yk,i (exp(−γ1(y
′′))y1, . . . , exp(−γn(y ′′))yn, y ′′) ∂

∂xi
.

La partie linéaire reste donc inchangée. Il ne reste plus qu’à faire le changement de
variables x ′′ = B−1y ′′. �

Finalement, nous avons montré que, dans un bon système de coordonnées holomorphes,
on peut écrire

P =
p∑
r=1

( p∑
s=1

ãr,s(x)Ss

)
∧ ∂

∂xn+r
+

∑
p+1≤i<j≤n

ci,j xixj
∂

∂xi
∧ ∂

∂xj

+
∑

1≤i<j≤n




∑
Q∈Nn2,

Q 
=Ei+Ej
∀r (Q,λr)=λr,i+λr,j

gi,j,Q(x
′′)(x ′)Q




∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
, (5.8)

où ãr,s ∈ Op(K)⊗ OS
n , ci,j ∈ C et gi,j,Q ∈ Op(V ), V étant un voisinage de K dans Cp.

6. Preuve du théorème 3.2
Appliquons tout d’abord le théorème précédent et posons

Xi(x) :=
p∑
j=1

ãi,j (x)Sj ,

avec ãi,j ∈ Op(K) ⊗ OS
n . Nous désignerons par A la matrice dont les éléments sont les

ãi,j . Commençons par démontrer le lemme suivant.

LEMME 6.1. Il existe p familles champs de vecteurs Ai appartenant à Op(K) ⊗ (X 1
n )
S

tel que

P =
p∑
i=1

Xi ∧
(

∂

∂xn+i
+ Ai

)
.

Nous poserons, dans la suite,

Ãi := ∂

∂xn+i
+ Ai ; P̃ :=

p∑
i=1

Xi ∧Ai.

https://doi.org/10.1017/S0143385703000804 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385703000804


1854 L. Stolovitch

Preuve. Nous reprenons les arguments de Dufour [Duf91]. Par hypothèse, le rang de P
est 2p ; donc

P ∧ P ∧ · · · ∧ P︸ ︷︷ ︸
(p+1)fois

= 0.

Le terme de cette équation qui contient ∂/∂xn+1 ∧ · · · ∧ ∂/∂xn+p donne l’équation

P̃ ∧X1 ∧ · · · ∧Xp = 0.

De plus, X1 ∧ · · · ∧Xp = (detA) S1 ∧ · · · ∧ Sp et detA est une unité dans Op(K)⊗ On.
Soit I l’idéal engendré par les coefficients de X1 ∧ · · · ∧ Xp dans Op(K) ⊗ On. C’est
l’idéal engendré par les monômes xi1 · · · xip , 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n. Soient
• a := x1 · · · xp,
• b := ∑p

i=1 x1 · · · xi−1x̂ixi+1 · · · xp+1 et
• c := ∑p

1≤i<j≤p x1 · · · xi−1x̂ixi+1 · · · xj−1x̂j xj+1 · · · xp+2.
Comme d’habitude, x̂i signifie que la variable xi est absente ; on rappel que l’on a supposé
n > p + 1. Alors, a ∈ I n’est pas un diviseur de zéro dans Op(K) ⊗ On, b ∈ I n’est
pas un diviseur de zéro dans Op(K)⊗ On/(a) et c ∈ I n’est pas un diviseur de zéro dans
Op(K) ⊗ On/(a, b). Par conséquent, la profondeur de l’idéal I est supérieure à trois.
Or, d’après le théorème de Frisch [Fri67, Siu69], les anneaux Op(K) et Op(K)⊗On sont
noethériens. D’après le théorème de Saito [Sai76], il existe alors p familles champs de
vecteurs Ai appartenant à Op(K)⊗ Xn tel que

P̃ =
p∑
i=1

Xi ∧ Ai.

Puisque P̃ est d’ordre supérieur à deux en x ′, on peut choisir Ai nul en (0, x ′′). Montrons
alors que l’on peut choisir des Ai qui commutent avec les Si . En effet, on a

P̃ =
∑

p+1≤i<j≤n
ci,j xixj

∂

∂xi
∧ ∂

∂xj

+
∑

1≤i<j≤n




∑
Q∈Nn2,

Q 
=Ei+Ej
∀r (Q,λr)=λr,i+λr,j

g̃i,j,Q(X
′′)(X′)Q




∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
.

Par conséquent, pour tout g ∈ g, [S(g), P̃ ] = 0 (d’après le lemme 1.3). On a aussi

[S(g), P̃ ] =
p∑
i=1

Xi ∧ [S(g),Ai ],

car les Xi commutent aux Sj . Décomposons ensuite chaque Ai selon les espaces de poids
de S dans l’espaces des champs de vecteurs (en fait, il faudrait faire cette décomposition
dans chaque espace de champs de bi-vecteurs de Cn homogènes à coefficients dans
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Op(K)). On a alors

0 = [S(g), P̃ ] =
p∑
i=1

Xi ∧
∑
α

α(g)Ai,α

=
∑
α

α(g)

( p∑
i=1

Xi ∧ Ai,α
)
.

Puisque les Xi sont de poids nuls, l’égalité précédente définit la décomposition de
[S(g), P̃ ] selon les espaces de poids de S dans l’espaces des germes de champs de
bi-vecteurs nul à l’origine. Les espaces de cette décomposition étant en somme directe,
on a, pour tout α 
= 0,

p∑
i=1

Xi ∧Ai,α = 0

et on a

P̃ =
p∑
i=1

Xi ∧ Ai =
p∑
i=1

Xi ∧Ai,0.

Par définition, pour tout g ∈ g, [S(g),Ai,0] = 0. �

Puisque P est une structure de Poisson, on a [P,P ] = 0. En développant, on obtient

0 =
p∑

i,j=1

[Xi ∧ Ãi, Xj ∧ Ãj ]

=
p∑

i,j=1

[Xi ∧ Ãi, Xj ] ∧ Ãj −Xj ∧ [Xi ∧ Ãi, Ãj ]

=
p∑

i,j=1

[Xj,Xi ] ∧ Ãi ∧ Ãj +Xi ∧ [Xj, Ãi ] ∧ Ãj

+
p∑

i,j=1

−Xj ∧ [Xi, Ãj ] ∧ Ãi −Xj ∧Xi ∧ [Ãj , Ãi]

= 2

( p∑
i,j=1

Xi ∧ [Xj, Ãi] ∧ Ãj −
∑

1≤i<j≤p
Xj ∧Xi ∧ [Ãj , Ãi ]

)
. (6.1)

Prenons le terme qui contient ∂/∂xn+j , il verifie alors

p∑
i=1

Xi ∧ [Xj, Ãi] = 0. (6.2)

On en déduit ∑
1≤i<j≤p

Xj ∧Xi ∧ [Ãj , Ãi] = 0. (6.3)

En faisant le produit de (6.2) par X1 ∧ · · · ∧Xj−1 ∧Xj+1 ∧ · · · ∧Xp, on obtient

[Xj, Ãi] ∧X1 ∧ · · · ∧Xp = 0.

https://doi.org/10.1017/S0143385703000804 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385703000804


1856 L. Stolovitch

En appliquant le théorème de Saito, il existe alors des famille de fonctions θ li,j ∈ Op(K)⊗
On telles que

[Ãi, Xj ] =
p∑
l=1

θ li,jXl. (6.4)

De surcroı̂t, on a

[S(g), [Ãi , Xj ]] = −[Ãi, [Xj, S(g)]] − [Xj, [S(g), Ãi ]].
Or, par définition, [Xj, S(g)] = 0 et par le lemme précédent, [S(g), Ãi ] = 0 (S(g) ne
dépend pas de x ′′). On en déduit que S(g)(θ li,j ) = 0 ; c’est-à-dire θ li,j ∈ Op(K) ⊗ OS

n .

En reinjectant l’expression (6.4) dans l’équation (6.2), on obtient que θ li,j = θ il,j . Prenons

le 1-jet de l’équation (6.4) et posons J 1(Ai) = ∑n
k,l=1A

1
i,k,l(x

′′)xk∂/∂xl . On a alors

n∑
k,l=1

(λj,k − λj,l )A
1
i,k,l(x

′′)xk
∂

∂xl
=

n∑
k=1

( p∑
l=1

θ li,j (0, x
′′)λl,k

)
xk

∂

∂xk
.

Donc, pour 1 ≤ k ≤ n, on a
p∑
l=1

θ li,j (0, x
′′)λl,k = 0.

Or, par hypothèse, la famille {Si}pi=1 est linéairement indépendante sur C. Donc, pour tout
i, j, l, θ li,j (0, x

′′) ≡ 0.
En faisant le produit de (6.3) parX1 ∧· · ·∧Xi−1 ∧Xi+1 ∧· · ·∧Xj−1 ∧Xj+1 ∧· · ·∧Xp ,

on obtient
[Ãj , Ãi] ∧X1 ∧ · · · ∧Xp = 0.

En appliquant le théorème de Saito, il existe alors des familles de fonctions γ li,j ∈
Op(K)⊗ On telles que

[Ãi, Ãj ] =
p∑
l=1

γ li,jXl. (6.5)

De surcroı̂t, on a

[Sk, [Ãi, Ãj ]] = −[Ãi, [Ãj , Sk]] − [Ãj , [Sk, Ãi ]] = 0.

On en déduit que, pour 1 ≤ k ≤ p, Sk(γ li,j ) = 0 ; donc γ li,j ∈ Op(K)⊗ OS
n .

Reinjectons l’égalité (6.5) dans l’équation (6.1). On obtient

∑
1≤i<j≤p

p∑
l=1

γ li,jXl ∧Xi ∧Xj = 0.

En prenant les coefficients de Xl ∧Xi ∧Xj avec l < i < j , on en déduit que l’on a

γ li,j = γ il,j . (6.6)

Montrons par récurrence sur l’entier 1 ≤ q ≤ p qu’il existe un changement de
coordonnées holomorphes dans lequel Ãi = ∂/∂xn+i , pour 1 ≤ i ≤ q .
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Pour q = 1, considérons le flot φ1,t (x
′, x ′′) de Ã1 et posons

ψ1(x
′, x ′′) := φ1,xn+1(x

′, 0, xn+2, . . . , xN).

C’est un difféomorphisme local au voisinage de l’origine qui est tangent à l’identité en
ce point et qui vérifie (ψ−1

1 )∗Ã1 = ∂/∂xn+1. Ce flot vérifie le système d’équations
différentielles suivantes

dψ1,t,i

dt
(x ′, x ′′) = Ai(ψ1,t (x)) i = 1, . . . , n,

dψ1,t,n+1

dt
(x ′, x ′′) = 1,

dψ1,t,n+j
dt

(x ′, x ′′) = 0 j = 2, . . . , p,

où ψ1,t,i désigne la ième coordonnées de ψ1,t . En particulier, ψ1 laisse invariante chacune
des coordonnées xn+j , j = 1, . . . , p. Appliquons la méthode du chemin [Cha86,
Appendice 0]. On obtient, pour 1 ≤ k ≤ p,

d((ψ−1
1 )∗Sk)
dxn+1

= (ψ−1
1 )∗([Ã1, Sk]) = 0.

On en déduit que
(ψ−1

1 )∗Sk = (Sk)|xn+1=0 = Sk ;
c’est-à-dire, ψ−1

1 préserve chacun des champs Sk . Soit alors f ∈ Op(K) ⊗ OS
n alors

(ψ−1
1 )∗f = f ◦ ψ−1

1 ∈ Op(K)⊗ OS
n . En effet,

0 = (ψ−1
1 )∗(S(g)(f )) = (ψ−1

1 )∗S(g)(f ◦ ψ−1
1 ) = S(g)(f ◦ ψ−1

1 ).

Il en est de même pour les éléments de O(K)⊗ (X 1
n )
S . On a alors

X′
k(x) := (ψ−1

1 )∗Xk =
p∑
l=1

(ãk,l ◦ ψ−1
1 )Sl .

On posera ã′
k,l = ãk,l ◦ ψ−1

1 . Par conséquent, dans ces nouvelles coordonnées, on peut
écrire

P =
p∑
i=1

X′
i (x) ∧ Ã′

i

avec Ã′
1 = ∂/∂xn+1 et [Ã′

1, S
′
k] = 0. Afin d’alléger le texte, nous continuerons à écrire Xi

à la place de X′
i (etc.) lorsque cela ne prêtera pas à confusion.

Supposons que l’assertion soit vraie pour 1 ≤ i ≤ q − 1, c’est-à-dire A1 = · · · =
Aq−1 = 0.

Commençons par faire un changement de coordonnées qui transforme Ãq en ∂/∂xn+q+∑p

j=1 cq,jXj où ci,j ∈ Op(K
′) ⊗ OS

n , K ′ étant un bon compact de l’origine de Cp.

On demande aussi que ce changement n’affecte pas ni les Ãi = ∂/∂xn+i , 1 ≤ i ≤ q − 1,
ni les Sj , 1 ≤ j ≤ p. Pour ce faire, cherchons des fonctions βq,l telles que, pour
1 ≤ i ≤ q − 1,

0 =
[
Ãi, Ãq −

p∑
j=1

βq,jXj

]
=

p∑
j=1

(
γ
j
i,q − ∂βq,j

∂xn+i

)
Xj − βq,j [Ãi, Xl].
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Nous avons utilisé les équations (6.5) dans la dernière égalité. En utilisant les égalités
(6.4), on obtient, pour 1 ≤ k ≤ p et 1 ≤ i ≤ q − 1,

∂βq,k

∂xn+i
= −

( p∑
l=1

θki,lβq,l

)
+ γ ki,q . (6.7)

On écrira ces équations sous forme matricielle de la manière suivante

∂βq

∂xn+i
= −�iβq + γi,q i = 1, . . . , q − 1, (6.8)

où βq désigne le vecteur de coordonnées βq,1, . . . , βq,p, �i = (θki,l)1≤k,l≤p et γi,q désigne

le vecteur de coordonnées γ 1
i,q , . . . , γ

p

i,q . Pour 1 ≤ i, j < q , Ãi et Ãj commutent entre eux.
Par l’égalité de Jacobi, on a alors, pour 1 ≤ i, j < q ,

[Ãi, [Ãj , Ãq ]] = [Ãj , [Ãi, Ãq ]],
soit, [

Ãi,

p∑
k=1

γ kj,qXk

]
=

[
Ãj ,

p∑
k=1

γ ki,qXk

]
(par (6.5)),

c’est-à-dire,

p∑
k=1

∂γ kj,q

∂xn+i
Xk + γ kj,q [Ãi, Xk] =

p∑
k=1

∂γ ki,q

∂xn+j
Xk + γ ki,q [Ãj ,Xk],

soit, finalement,

p∑
k=1

(
∂γ kj,q

∂xn+i
+

( p∑
l=1

γ lj,qθ
k
i,l

))
Xk =

p∑
k=1

(
∂γ ki,q

∂xn+j
+

( p∑
l=1

γ li,qθ
k
j,l

))
Xk (par (6.4)).

En d’autres termes, les équations suivantes sont satisfaites

∂γi,q

xn+j
+�jγi,q = ∂γj,q

xn+i
+�iγj,q 1 ≤ i, j < q. (6.9)

D’autre part, par l’identité de Jacobi, on a aussi, pour tous 1 ≤ i, j ≤ q−1 et 1 ≤ l ≤ p,

[Ãi, [Ãj ,Xl ]] = [Ãj , [Ãi, Xl ]],
soit, [

Ãi,

p∑
k=1

θkj,lXk

]
=

[
Ãj ,

p∑
k=1

γ ki,lXk

]
(par (6.4)),

c’est-à-dire,

p∑
k=1

(
∂θkj,l

∂xn+i
+

( p∑
m=1

θmj,lθ
k
i,m

))
Xk =

p∑
k=1

(
∂θki,l

∂xn+j
+

( p∑
m=1

θmi,lθ
k
j,m

))
Xk (par (6.4)).

En d’autres termes, les équations suivantes sont satisfaites

∂�j

xn+i
+�i�j = ∂�i

xn+j
+�j�i 1 ≤ i, j < q. (6.10)
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En utilisant les équations (6.9) et (6.10), on obtient, pour 1 ≤ i, j < q et pour tout
v ∈ Cp,

−∂�j
xn+i

v + ∂γj,q

∂xn+i
+ ∂�i

xn+j
v − ∂γi,q

∂xn+j
+�i(−�jv + γj,q)−�j(−�iv + γi,q ) = 0.

Ces équations ne sont autres que les équations de compatibilité du système (6.8) (quitte
à rajouter des équations ‘vides’ ∂βq/∂zr = 0, r = 1, . . . , p − q + 1 afin de rendre ‘carré’
le système). Par conséquent, le système d’équations (6.8) admet une unique solution
holomorphe sur un voisinage U ′ ⊂ K de l’origine de Cp et nulle en ce point [Die60,
Théorème de Frobenius 10.9.4]. Ce voisinage contient un bon compact K ′ de 0. De plus,
cette solution dépend holomorphiquement des paramètres x ′ dans un certain voisinage de
l’origine de Cn. D’après ce qui précède, les γ ji,q (respectivement θ li,k) appartiennent à

Op(K) ⊗ OS
n . Alors les βq,j appartiennent à Op(K) ⊗ OS

n . En effet, les opérateurs de
dérivation ∂/∂xn+i et Sk commutent deux à deux. En prenant la dérivée de Lie le long de
Sk des équations (6.8), on obtient

∂Sk(βq)

∂xn+i
= −�iSk(βq) i = 1, . . . , q − 1,

système qui admet une unique solution nulle à l’origine—à savoir—Sk(βq) ≡ 0.
Ainsi, on a, pour 1 ≤ i ≤ p,[

Si, Ãq −
p∑
j=1

βq,jXj

]
= 0.

On peut donc redresser, par un difféomorphisme holomorpheGq , Ãq − ∑p

j=1 βq,jXj en
∂/∂xn+q tout en préservant les ∂/∂xn+i , 1 ≤ i ≤ q − 1, les Sj , 1 ≤ j ≤ p ainsi que les
coordonnées xn+i , ≤ i ≤ p. Dans ces nouvelles coordonnées, Ã′

q := (Gq)∗Ãq s’écrit

∂

∂xn+q
+

p∑
j=1

cq,jX
′
j , (6.11)

avec cq,j = βq,j ◦Gq ∈ Op(K
′)⊗OS

n ,X′
i := (Gq)∗Xi = ∑p

l=1 ã
′
i,lSl et ã′

i,l = ã′
i,l ◦Gq ∈

Op(K
′)⊗ OS

n .
On ne modifie pas P si l’on rajoute

∑p

l=1 fi,lX
′
l à Ã′

i , 1 ≤ i ≤ p, lorsque fi,l = fl,i :

p∑
i=1

X′
i ∧

(
Ã′
i +

p∑
l=1

fi,lX
′
l

)
=

p∑
i=1

X′
i ∧ Ã′

i .

Cherchons alors de telles fonctions vérifiant en outre[
Ã′
i +

p∑
l=1

fi,lX
′
l , Ã

′
j +

p∑
l=1

fj,lX
′
l

]
= 0

pour 1 ≤ i, j ≤ q et fi,l = 0 si i > q . En utilisant (6.4), on obtient, pour tous 1 ≤ i, j < q ,

∂fj,k

∂xn+i
+

p∑
l=1

fj,lθ
k
i,l −

∂fi,k

∂xn+j
+

p∑
l=1

fi,lθ
k
j,l = 0.
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C’est-à-dire, en posant fi le vecteur de coorodonnées fi,j ,

∂fj

∂xn+i
−�jfi − ∂fi

∂xn+j
+�ifj = 0. (6.12)

Lorsque 1 ≤ i < q et j = q , on obtient

∂fq

∂xn+i
−�qfi − ∂fi

∂xn+q
+�ifq = −�icq − ∂cq

∂xn+i
, (6.13)

car, grâce à (6.11), il suffit de rajouter cq,i à fq,i dans l’équation (6.12) pour obtenir le
résultat.

Soit gq le vecteur de coordonnées gq,i ∈ Op(K
′)⊗ OS

n et posons

∂gq

∂xn+i
−�igq = fi 1 ≤ i < q,

∂gq

∂xn+q
−�qgq = fq + cq. (6.14)

Alors, les fi sont solutions du système d’équations (6.12)–(6.13). En effet, ces dernières
ne sont autres que les équations de compatibilités du système (6.14) d’inconnue gq .

Il nous reste à montrer qu’il existe gq tel que les fi,j vérifient la condition de symmétrie
fi,j = fj,i . Cela s’écrit, pour 1 ≤ i, j < q ,

∂gq,j

∂xn+i
−

p∑
k=1

θ
j

i,kgq,k = ∂gq,i

∂xn+j
−

p∑
k=1

θ ij,kgq,k.

Pour 1 ≤ i < q , on obtient

∂gq,q

∂xn+i
−

p∑
k=1

θ
q
i,kgq,k = ∂gq,i

∂xn+q
−

p∑
k=1

θ iq,kgq,k − cq,i .

Or, comme on l’a vu plus haut, θqi,k = θ iq,k. Les équations précédentes sont donc
équivalentes au système

∂gq,j

∂xn+i
= ∂gq,i

∂xn+j
1 ≤ i, j < q,

∂gq,q

∂xn+i
= ∂gq,i

∂xn+q
− cq,i . (6.15)

Posons

di,l := 0 1 ≤ i, l < q,

dq,l := cq,l l < q.

Si i, j, k < q , on a
∂dj,q

∂xn+i
− ∂dk,i

∂xn+j
+ ∂di,j

∂xn+k
= 0,

car dj,k = di,j = dk,i = 0. Lorsque k = q , on obtient

∂dj,q

∂xn+i
− ∂dq,i

∂xn+j
+ ∂di,j

∂xn+q
= ∂cq,i

∂xn+j
− ∂cq,j

∂xn+i
.
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Comme nous l’avons vu dans la preuve du lemme 5.4, pour résoudre le système (6.15)
d’inconnues gq,i , il suffit de vérifier les conditions de compatibilités

∂cq,j

∂xn+i
= ∂cq,i

∂xn+j
i, j < q. (6.16)

Or, lorsque 1 ≤ i < q , on a, d’une part,

[Ã′
i , Ã

′
q ] =

p∑
k=1

γ ki,qX
′
k (d’après (6.5)) ;

et d’autre part

[Ã′
i , Ã

′
q ] =

[
Ã′
i ,

∂

∂xn+q
+

∑
l=1

cq,lX
′
l

]

=
p∑
k=1

(
∂cq,k

∂xn+i
+

p∑
l=1

θki,lcq,l

)
X′
k.

Or, d’après (6.6), γ ki,q = γ ik,q lorsque i, k < q . Puisque θqi,k = θ iq,k pour tous les i, k alors
les équations de compatibilité (6.16) sont satisfaites. Par conséquent, le système (6.15)
admet des solutions holomorphes gi,j au voisinage V de l’origine de Cp. En prenant
un developpement de Taylor au voisinage de l’origine de Cn, on obtient que chaque gq,j
appartient à Op(K

′)⊗ OS
n . Les fonctions fi sont alors données par les équations (6.14) et

appartiennent à Op(K
′)⊗ OS

n .
Par conséquent, on peut redresser simultanément, par un difféomorphisme �q , les

champs Ã′
i + ∑p

l=1 fi,lX
′
l , 1 ≤ i ≤ q en ∂/∂xn+i . De plus, puisque chaque Ã′

i +∑p

l=1 fi,lX
′
l commute aves les Sj alors �q préserve les Sj . Enfin, il préserve chaque

coordonnées xn+i , 1 ≤ i ≤ p. Par conséquent,

(�q)∗X′
i =

p∑
j=1

a′′
i,j Sj avec a′′

i,j ∈ Op(V )⊗ OS
n .

Ceci démontre la réccurence.
On a donc montré qu’il existe un bon compact K̃ de l’origine de Cp et un

difféomorphisme holomorphe � de (CN, 0) fixant l’origine et tangent à l’identité en ce
point tel que

�∗P =
p∑
i=1

( p∑
j=1

ai,j (x)Sj

)
∧ ∂

∂xn+i
ai,j ∈ Op(K̃)⊗ OS

n .

Il reste à montrer qu’en faisant un changement de variables ad hoc, on peut supprimer la
dépendance en x ′′ des ai,j .

PosonsYi :=∑p

j=1 ai,j (x)Sj . �∗P est une structure de Poisson donc [�∗P,�∗P ] = 0.
Un calcul simple montre que l’on a

[�∗P,�∗P ] = 2
p∑
i=1

∂

∂xn+i
∧

( p∑
j=1

∂Yi

∂xn+j
∧ Yj

)
.
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Par conséquent,�∗P est une structure de Poisson si et seulement si, pour 1 ≤ i ≤ p,

p∑
j=1

∂Yi

∂xn+j
∧ Yj =

∑
1≤r<s≤p

( p∑
j=1

∂ai,r

∂xn+j
aj,s − ∂ai,s

∂xn+j
aj,r

)
Sr ∧ Ss = 0.

Posons alors, pour 1 ≤ k ≤ p,

�k =
p∑
i=1

ai,k
∂

∂xn+i
.

Les équations précédentes se lisent alors : [�r, �s ] = 0 pour 1 ≤ r, s ≤ p.
Montrons, dans cette situation, qu’il existe un système de coordonnées holomorphes

dans lequel les Yi deviennent ‘indépendants’ de x ′′.
En effet, la famille {�k(0)}1≤k≤l est libre. Or, on a ÔS

n = C[[(x ′)R1, . . . , (x ′)Rt ]].
Ainsi, on a ai,k = bi,k((x

′)R1, . . . , (x ′)Rt , x ′′) où bi,k(w, x ′′) est holomorphe dans un
voisinage de l’origine dans Ct × K̃ . Il existe un voisinage de l’origine W dans Ct tel
que, pour tout w ∈ W , la famille {�k(w, 0)}1≤k≤l soit libre (par abus de language,
nous avons écrit �k(x) = �k((x

′)R1 , . . . , (x ′)Rt , x ′′)). Il existe alors un changement de
variables holomorphesX′′ = ψ(w, x ′′) dépendant holomorphiquement de w ∈ W tel que
ψ∗�k(w,X′′) = �k(w, 0), pour 1 ≤ k ≤ p. D’autre part, les champs �k commutent aux
champs Sk . Le difféomorphisme ψ laisse donc invariant chacun des Sk (par la méthode
du chemin). Posons alors (X′,X′′) = �(x) = (x ′, ψ((x ′)R1 , . . . , (x ′)Rt , x ′′)). On obtient
alors

�∗
( p∑
i=1

Yi ∧ ∂

∂xn+i

)
(X) = �∗

( p∑
i=1

Si ∧ �i
)

=
p∑
i=1

Si ∧ �i((X′)R1 , . . . , (X′)Rt , 0)

=
p∑
i=1

( p∑
j=1

bi,j ((X
′)R1 , . . . , (X′)Rt , 0)Sj

)
∧ ∂

∂Xn+i
.

Ceci montre ainsi le résultat annoncé.
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