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Résumé. Soient f un endomorphisme holomorphe de degré plus grand que 2, et u sa
mesure d’équilibre. Alors (f, i) posséde la propriété de Bernoulli.

Abstract. Let f be a holomorphic self map of P¥(C), of degree greater than two and let
be its equilibrium measure. Then (f, i) is Bernoulli.

0. Introduction

Pour montrer qu’un automorphisme d’un espace de Lebesgue possede la propriété de
Bernoulli, i.e. est bimesurablement conjugué a un décalage bilatéral, on dispose, depuis
1974 et les travaux de Ornstein et Weiss (voir [9, 10]), d’un outil puissant : la propriéte
dite ‘tres faiblement Bernoulli’ (ou VWB pour very weak Bernoulli) et le théoréme
assurant qu’elle implique la propriété de Bernoulli proprement dite. En ce qui concerne
les endomorphismes, il a fallu attendre 1998, quand Hoffman et Rudolph (voir [S]) ont
introduit la notion de systeme ‘trés faiblement Bernoulli arborescente’ (ou TVWB pour
tree-VWB) et montré qu’elle impliquait la propriété de Bernoulli. Ce résultat a été utilisé
par Heicklen et Hoffman pour prouver que les fractions rationnelles sont de Bernoulli
relativement a leur mesure d’entropie maximale (voir [4]). Cela généralise le travail de
Mafié qui I’a démontré pour un itéré assez grand de 1’application (voir [8]). Dans le présent
article, nous montrons que la méthode de [4] s’applique en toute dimension.

Soit donc f un endomorphisme holomorphe de degré d > 2 de P¥(C). Hubbard
et Papadopol (voir [6], ainsi que [3]) ont construit une mesure invariante naturelle pu,
d’entropie maximale k Logd : la mesure d’équilibre, obtenue comme masse de Monge-
Ampere d’une fonction de Green dynamique. Cette mesure est mélangeante et de jacobien
constant d*, c’est-a-dire que pour tout presque tout y € PX(C) et tout x € f~1(y),
ona ukx|f(x) =y = d=*. 11 est alors naturel de conjecturer que (f, u) est de
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Bernoulli, i.e. bimesurablement conjugué au décalage unilatéral sur ¥ symboles : Z+ =
{1,....,d"%, o le décalage a gauche préservant la mesure po canonique, produit de la
mesure de comptage sur {1, . .., d*}. Dans [1], on montrait, en utilisant la propriété VWB,
que I’extension naturelle de (f, ) est de Bernoulli; nous montrons ici, en utilisant TVWB,
le théoréme plus fort suivant.

THEOREME 0.1. Le systeme (f, ) posséde la propriété de Bernoulli, ie. est
bimesurablement conjugué au décalage unilatéral canonique sur d k symboles.

La preuve suit de pres celle d’Heicklen et Hoffman pour les fractions rationnelles. Apres
avoir introduit la propriété TVWB, nous démontrons le théoréme en utilisant le lemme
fondamental, énoncé au deuxiéme paragraphe, dont nous donnons la preuve a la fin de
I’article. Une variante de ce lemme est utilisée dans un travail en commun avec Duval
(voir [2]) pour montrer que w est ['unique mesure d’entropie maximale de f.

1. La propriété TVWB

Nous nous restreignons au cas des endomorphismes de Pk (C). Pour le cas général, on
peut consulter [5]. Dans [2], il est démontré qu’il existe un ensemble algébrique propre
E c P*(C) et une unique mesure u de jacobien d* tels que 1 (E) = 0 et, pour tout z ¢ E,
w reflete la distribution des préimages de z :

Mn,zzd% Z §—y—u,
frn=z

ol les y sont comptés avec multiplicité. La mesure u est d’entropie maximale et ne charge
pas les ensembles algébriques. En particulier, si 1’on désigne par C le lieu critique de f, par
PC; le lieu des valeurs critiques de f* et PCo I’union des PC;, on a u(C) = u(PC;) =

- = u(PCsx) = 0. Ainsi, presque tout point z a un arbre de préimages itérées 7,
qui est un arbre d¥-adique usuel de racine z, de sommets f~"(z) = {z, ""Z;k"} et
des arétes entre y et f(y). On note 7" I’arbre restreint aux n + 1 premiers niveaux
Zy ..., f"(z). La propriété TVWB traduit la proximité combinatoire entre les arbres de
deux points génériques z et w. Pour la définir, donnons-nous une partition mesurable finie
& de Pk (C) et notons £(x) ’atome de & contenant x. Pour n > 0 et z, w génériques, on
note

1 v n . ,
L w) = ominy — 3 Card({§(f1 () # EAS @Y,

j=1 i=1

ol A varie dans le groupe Aut(7,) des automorphismes d’arbre de 7. Cette
distance mesure donc le taux d’agrément moyen des arbres 7, et 7, mod-
ulo la partition & et aprés réarrangement des préimages respectant la structure
d’arbre.

Définition 1.1. On dit que le couple (f, &) vérifie la propriété TVWB si pour tout ¢ > 0
il existe N > 0 et un borélien G de mesure plus grande que 1 — ¢ tels que pour tout z, w
éléments de G et tout n > N, on ait t,f (z, w) < e&.
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Ainsi, apres avoir réarrangé les préimages de z et w en respectant les structures d’arbre,
les noms des orbites dans la partition £ sont en moyenne souvent les mémes. Pour
démontrer que (f, ) posséde la propriété de Bernoulli, nous allons utiliser le théoréme
suivant, corollaire du théoréme principal de [5].

THEOREME 1.1. S’il existe des partitions & de diamétre arbitrairement petit telles que
(f, &) soit TVWB, alors (f, &) est de Bernoulli.

On appelle ici diametre d’une partition le diametre maximal de ses atomes.

2. (f, n) est de Bernoulli

L’idée de la preuve est de montrer, en construisant des branches inverses d’itérées de f
et en contrdlant leur diametre, que beaucoup de préimages de points sont proches a partir
d’un certain rang. Nous allons donc utiliser le lemme suivant (voir aussi [2]), dit lemme
fondamental.

LEMME 2.1. Pour tout ¢ > 0, il existe [ > 0 tel que, pour tout disque compact plat

générique A ne rencontrant pas PCy, il existe sur A au moins (1 — €)d*™ branches inverses
—n " . o

fi " de f", formant un arbre. Si de plus on se fixe 0 < a < 1, il existe C > 0 etng > 0

tels que pour toutn = ngy on ait

Diam(f; "(A)) < Cd—*"/2.

Le fait que les branches inverses forment un arbre signifie simplement qu’elles sont
construites par induction: fl._("+'") est la composée de deux branches f,™ et f,~". Ainsi,
si z € A est un point générique, la famille des f;”"(z) forme un sous-arbre de 7;. Enfin
un disque compact plat générique est un disque topologique compact inclus dans un droite
projective L vérifiant L ¢ PCx.

Ce lemme permet de mettre en ceuvre I’idée exposée plus haut. Soient en effet deux
points z, w hors de PCo,. Tracons, sur la droite reliant z et w, un disque A contenant dans
son intérieur z et w, et évitant PC;. On dispose sur A d’un arbre de branches inverses avec
diametre des images exponentiellement petit, et ’on peut donc réarranger une majeure
partie de I’arbre 7,, de maniére a ce que pour n > ng, on ait d(z}', w!') < Cd—*"/2 avec
1 <i<syets, > (1 —¢&)d*. En écrivant P¥(C) sous forme d’une union dénombrable
de boréliens indexés par ng, C, [, on tire du lemme fondamental le fait suivant.

Fait. Pour tout €, § > 0, il existe un borélien G de mesure plus grande que /1 — ¢, et un
entier N tels que pour tout z, w € G et tout n > N, quitte a réarranger I’arbre 7, on a

A, wh <8/3, 1<i<s, et s,>(1—g/3)a".

Fixons maintenant ¢/ un recouvrement fini de P¥(C) par des boules de diametre
inférieur a r, et notons & la partition engendrée par /. Quitte a bouger un peu les boules
de recouvrement, on peut supposer que n(9&) = 0, ot d€ désigne I’'union des bords des
atomes de £. Prenons § < ¢/3 assez petit pour que p(Vs(9€)) < €/4, ou V5(X) désigne
le §-voisinage de X. D’apres [2], comme pour z € Eon a u, ; — u, il existe un borélien
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G’ de mesure plus grande que /1 — ¢ et un entier N’ tels que pour tout z € G’ et n > N’
on ait

s (V5 (88)) < %

Prenons maintenant z, w € GN G’ et n > 3 max{N, N'}/e. Du fait que si d(u, v) < §/3 et
u,v ¢ Vs(9€) alors £(u) = £(v), on obtient t,f (z,w) < ¢&. Deplus, u(GNG) > 1 —¢.
Comme r a été choisi arbitrairement petit, le théoreme de Hoffman et Rudolph permet de
conclure que (f, ) est de Bernoulli.

3. Preuve du lemme fondamental

Soit 7 le degré du lieu des valeurs critiques de f : t = deg(PC;). Fixons [ assez grand
pour que 2td (1 —d~")~! < &. Soient L la droite projective générique contenant A et
A’ un disque compact vérifiant A CC A’ cC L — PC;. Commengons par construire,
par induction, suffisament de branches inverses. Comme A’ ne rencontre pas PC;, on
dispose sur ce disque de d' branches inverses de f', produisant d¥ disques disjoints
ffl(A’) tracés sur f _Z(L). Si un tel disque ne rencontre pas PCy, il donne naissance,
par composition avec fl.*l, a d* branches inverse de f/*! sur A’. Or, par le théoréme de
Bezout, on a

Card(PC; N f_l L) < deg(PCl)deg(f—l(L)) L

On crée donc au moins d*¢*+D (1 — td~!) branches inverses de f I+1 qur A/, et on obtient
inductivement

d"(1—td A +d V4 a7 D)) > d* (1 —g)2)

branches inverses de f” sur A’, avec une structure d’arbre. Passons maintenant au
contrdle des diametres. Les disques fi_" (A) sont disjoints et tracés sur (L) qui est
une courbe d’aire 4%~ pour la forme de Fubini-Study normalisée de P*(C). Ainsi,
au plus d**d*=D" tels disques sont d’aire au moins d~®". Si, comme on 1’a fait ci-
dessus, on élimine ces disques, en commengant a 1’étape ng, on garde finalement au

dk"(l —e/2= > d“f')

Jj=no

moins

disques d’aire inférieure a d %" et formant un arbre. En prenant ng tel que 2d~*"0(1 —
d"")’1 < &, on conserve le nombre de branches inverses désiré. Comme 1’anneau
f7(A) — f7"(A) est de module fixe, celui de A’ — A, on a le contrdle de diamétre
recherché sur ff"(A) par le lemme de comparaison aire-diametre démontré dans
I’appendice de [2].

LEMME 3.1. [l existe une constante C > 0 telle que, pour toute paire de disques
holomorphes D C D' dans P¥(C), on ait

Aire(D)

. 2 —
(Diam(D)) = € Mod(A)]

ot Mod(A) désigne le module de I’anneau A = D' — D.
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